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Avant propos

Ce cours porte sur le calcul différentiel et intégral des fonctions complexes d’une va-
riable complexe. Il est destiné aux étudiants de la troisiéme année PEM et PES Mathé-
matiques des écoles nationales supérieures, et aux étudiants de la deuxiéme année Licence
Mathématiques des universités.

Il peut servir comme un support pédagogique, car il contient presque tous les éléments
de la théorie de I'analyse complexe, tous les théorémes sont démontrés avec des illustra-
tions par des exemples et des figures, en plus des exercices résolus a la fin de chaque
chapitre.

Le cours comporte sept chapitres :

1. Le premier chapitre est un rappel d’historique des propriétés générales des nombres

complexes.

2. Dans le deuxiéme chapitre on introduit les fonctions complexes d’une variable com-
plexe, des extensions des résultats et propriétés des fonctions d’une variable réelle

aux fonctions d’une variable complexe sont obtenues.

3. Le troisiéme chapitre concerne la notion de dérivabilité. Quoique les opérations
élémentaires (somme, produit, quotient et composition) pour les fonctions d’une
variable réelle restent valables pour les fonctions d’une variable complexe, nous

allons voir qu’il y a une grande différence dans les propriétés dans cette notion de



dérivabilité ; une fonction d’une variable complexe, C-dérivable sur un domaine D
est de classe C'™, et méme analytique dans D, ce qui n’est pas vrai pour une fonction
d’une variable réelle, R-dérivable. Les conditions de Cauchy-Riemann feront un outil

tres puissant pour I'étude de la différentiabilité dans C.

. Le calcul intégral fait I'objet du quatriéme chapitre. Les intervalles dans R sont
remplacés par des chemins dans C. Beaucoup de propriétés des fonctions d’une
variable réelle sont transformées en fonctions d’une variable complexe. Les formules
intégrales de Cauchy seront trés utiles pour le calcul des intégrales curvilignes et

méme des intégrales réelles compliquées.

. Dans le cinquiéme chapitre on fait les extensions des propriétés des séries entiéres
(ou fonctions analytiques) réelles a celles d’une variable complexe. Le développement

en série de Taylor de quelques fonctions usuelles est obtenu.

. Le sixiéme chapitre consiste a étudier la notion de résidus, une notion qui est
propre aux fonctions d’une variable complexe ayant des points singuliers, ces der-
niers peuvent étre déterminés a ’aide du développement en série de Laurent. Le
théoréme des résidus donne une relation trés pratique entre le résidu en des points

singuliers et I'intégrale sur un domaine contenant ces singularités.

. ’importance du théoréme des résidus réside dans le calcul de diverses intégrales
réelles un peu compliquées (comme la transformation de Fourier). Le dernier chapitre
est une application du théoréme des résidus, il est consacré au calcul de plusieurs

types d’intégrales réelles.



Chapitre 1

L’ensemble des nombres complexes

1.1 Corps des nombres complexes

1.1.1 Introduction

Il est clair qu’il n’existe pas de nombre réel z qui soit solution de I’équation 22 +1 = 0.
Pour donner des solutions a cette équation et d’autres semblables, on introduit un
ensemble plus grand que celui des nombres réels contenant un élément noté ¢ (un nombre
imaginaire) solution de I’équation précédente, i.e. i> = —1. On appelle cet ensemble les

nombres complexes, il doit avoir la propriété d’'un corps comme I’ensemble les nombres

réels.

Définition 1.1.1 Un nombre compleze z s’écrit sous la forme dite algébrique z = x + iy
ou x ety sont des nombres réels.
Le nombre x est appelé la partie réelle de z, on note x = Re(z).

Le nombre y est appelé la partie imaginaire de z, on note y = Im(z).

Notation : L’ensemble des nombres complexes est noté C.
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Remarque 1.1.2 a) Siy = 0 on dit que z est réel, et siz =0 on dit que z est un nombre
1MagInaire pur.

b) Deux nombres complexes z et 2’ sont égaux si et seulement si

Re(z) = Re(Z') et Im(z) = Im(2)

1.1.2 Opérations sur les nombres complexes

Addition : (z 4+ yi) + (a +bi) = (x +a) + (y + b)i
Soustraction : (z + yi) — (a + bi) = (xr —a) + (y — b)i
Multiplication : (x + yi)(a + bi) = za + xbi + yai + ybi®> = xa — yb + (xb + ya)i

Division : sia+ bt #0,i.e.a #0ou b # 0, on a

T+ yi m+yz’xa—bz’ xa+yb+ (—zb+ya)i a:a+yb+—xb~|—ya,
= == - 1
a+bi  a+bi  a-—0b a? + b2 a? + b2 a? + b2

1.1.3 Conjugué d’un nombre complexe

Définition 1.1.3 Le nombre complexe x — 1y est appelé le conjugué de z = x + 1y.

On le note Z.

Proposition 1.1.4 Soient z et w deux nombres complexes. On a les propriétés suivantes :

Vztuw=z+w 2 zw=7w, 3)L=1 4)ZF=z

1.1.4 Module (ou Valeur absolue)

Définition 1.1.5 La valeur absolue ou module d’un nombre complere z = x + iy est

définie par

o = Vat s P
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Exemple 1.1.6 |1 +2i| =1 +4=1+/5, |i|=vV1=1

Proposition 1.1.7 Si z et w sont deux nombres complexes, on a les propriétés suivantes.

1) |zw|:]z| \w|, 2) ‘i|_ |2| U}#O, 3) |Z|:‘Z|7 4) |Z’2:Z§

T ful?

5) |z4+w| < |z|+|w|, 6) |2|]=0< 2=0.

Remarque 1.1.8 On a 2> = |z|* pour x € R, par contre |z|* # 2> si Im z # 0.

1.2 Représentation graphique des nombres complexes

1.2.1 Plan complexe

Un nombre complexe a + ib peut étre considéré comme un couple ordonné (a,b) de
R2, donc nous pouvons représenter les nombres complexes par des points du plan Oxy.
On l'appelle dans ce cas plan complexe.

Ainsi nous avons une correspondance z = a + ib ~ P(a, b) du plan.

1.2.2 Courbes dans le plan complexe

— segment : le segment [21, 2] reliant deux points z; et 29 est I’ensemble des points
{z=(1—=1t)z1 +tz, t€0,1]}

— Cercle : Le cercle de centre zyg = xo + iyo et de rayon r est défini par I’équation
|z — 29| = 7, ou 'ensemble des points {z = zy + r (cost + isint), t € [0, 27|}

— Courbe : en général une courbe dans le plan complexe est un ensemble de points
de la forme z = x (t) + iy (t), t € [o, 8] C R, ou z (t) et y(t) sont des fonctions

réelles.
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1.3 Forme polaire d’un nombre complexe

Soit z = x + iy un nombre complexe et soit P(z,y) le point correspondant du plan

. . . . . H

complexe Oxy. Si on désigne par 6 1’angle entre le demi-axe positif Ox et le vecteur OP,
et si on pose r = |z| = /22 + y2, on voit que = = rcosf et y = rsind.

D’ou z peut étre réécrit sous la forme dite polaire ou trigonométrique
z=1r(cosf +isinf).

Le nombre 0 est appelé 'argument de z, et noté arg z.

1.3.1 Formule de De Moivre
Si 21 =71 (cosfy +isinfy) et zo = ry (cosfy + isinbs), on a
2129 = 71179 (cosfy +isinby) (cosfy + isinby)

= 117y [cos B cos By — sin By sin Oy + i (cos O sin b, + sin O cos 05)]

= rira[cos (01 + O3) + isin (01 + 6)]
En particulier si z; = 25, on obtient pour z = r (cos € + i sin )

2* = r?[cos (20) + i sin (20)]
Par récurrence, on trouve pour n € N*
2" =1r"[cosf +isinf]" = r" [cos (nf) + isin (nd)]

Cette identité est dite formule de Moivre.

1.3.2 Formule d’Euler

En utilisant le développement en série entiere des fonctions e, cosz et sinz, et en

admettant le développement pour e on obtient e = cos@ + isinf. Cette identité est

dite formule d’Euler. D’ot la formule de Moivre s’écrit aussi (eie)n = einf,
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1.3.3 Racines d’un nombre complexe

Définition 1.3.1 Soit z = a + b un nombre compleze, et soit n € N*, on appelle racine

n —ieme de z tout nombre compleve w tel que w™ = z. On note w = zY/™ ou w = {/z.
Ecrivons z = re? et w = se'®, alors d’aprés la formule de Moivre on a

W=z & s =re? o s"=retna=0+2knr, keZ

0 2k
& s:rl/”eta:——l——ﬂ,, keZ
n n

donc si r # 0 (i.e. z # 0) on remarque qu’il y a n nombres w qui vérifient w" = z;
wy = rl/”ei(%jL%Tﬂ), k=0,1,...n—1

Exemple 1.3.2 Calcul de /1 — i.

On al—i=+/2e""%, donc les racines cubiques sont

wy = \/_/ 12—21/6
2T

M oa42m
w, = 21/6@ 113+ 21/66 2

47'r - 157 -5
wy = 21/6 35 21/6 = Ty — 21/661 1

1.4 Suites et ensembles utiles dans C

Définition 1.4.1 On dit qu’une suite (z,) converge vers z et on note lim z, = z si

n—oo

lim |z, — z| = 0.

n—oo

Proposition 1.4.2 lim z, = z <= lim Rez, = Rez et lim Imz, = Im 2.

n—oo n—oo n—oo

D’ou les régles de calcul de limites dans R (somme, produit et quotient) restent valables
dans C.

Notation : Pour tout r > 0 et z; € C, on note
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— disque ouvert de centre zy et de rayon r : D, (z9) = {20 € C: |20 — 2| < 1}.
— disque fermé de centre zy et de rayon r : D, (20) = {20 € C: |20 — 2| < 7} .

— disque ouvert pointé de centre zg et de rayon  : D, (z9) = {29 € C: 0 < |29 — 2| < r}.

1.5 Exercices

1.5.1 Exercices résolus

Exercice 1.1 Vérifier les propriétés suivantes.

1. VZEC*:(1>:
z

2. z=7Z<+=zeR.

Q| =

3. NVz,weC:|z| — |wl < |z —wl.

4. V2 €C:|z| <|Rez|+ [Imz| < V2]2|.

Solution :

1. V2z€ C*, on a

7N
W | =
~_
I
N
I
IR
~__
Il
VR
&‘NI
no
~_
|
= |-
[N}
~
)|
SN—
|
I
no
|
|
NS
|
Q| =

2. Posons z = x + iy, alors

r=Z4 = rty=r—1y<—=iy=—1y<—=12Yy=0<=y=0<z=z R

3. Vz,weC,ona

2l =z —w +w] < |z —w| + |l

d’ou

2| = Jw] <]z —wl.
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4. On a

|z| = \/(Re 2)? + (Im2)* < \/(Re 2)? + \/(Im 2)* = |Rez| + |Im 2|
D’autre part

([Rez|+ [Imz])> = (Rez)’+ (Imz)>+ 2|Rez||Im 2|
< (Rez)’+ (Imz)’>+ (Rez)” + (Im2)°

= 2|2,
d’oti l'inégalité |Re z| + [Im 2| < V2 2] .
Exercice 1.2 Montrer lidentité suivante (Identité du Parallélogramme).
Vz1,20 € C: |z — 2 + |21 4 20| = 2 (|zl\2 + |z2|2) :
Solution : On a

|21 — 2’2|2 + ]z + 22|2 = (21— 22) (21— 2) + (21 + 22) (21 + 22)
= |z)* —2Rex 7 + |2’ + |21]* + 2Re 2175 + |20)

= 2 (|Zl|2 + |22|2) .

Exercice 1.3 Soit z un nombre compleze tel que Im z > 0. Montrer que

Im >0< |z < 1.

14 22
Solution : Posons z = x + iy, on a

y) (1 22 -2
= ET Ay = 2y)
L+= (1422 — y?)" + 4a?y?

si et seulement si y (1 — 22 — y?) > 0, i.e. 22 + y? = |z| < 1, puisque y > 0.
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Exercice 1.4 En utilisant la formule de Moivre, montrer que

cos30 = cos®f — 3cosfsin’®h

sin30 = 3cos®fsinf — sin® 0
Solution : Par la formule de Moivre, on a
(cosf +isin)® = cos 30 + sin 36,
d’autre part et par la formule du bindéme on a

(cosf +isinf)® = cos®@ + 3icos® sinf + 3i% cos O sin® § + i° sin® 0

= cos®f — 3cosfsin®f + i (3 cos® @ sinf — sin® 0)
D’ou et par identification on obtient les relations demandées.
Exercice 1.5 Calculer les limites suivantes

i 14+4\"
i 2) li )

Solution : La premiére limite n’existe pas : les valeurs adhérentes de cette suite sont

en effet les nombres —1, —i, 1, 1.
La deuxiéme limite égale 0 puisque

1
— < 1.

V2

141
2

Exercice 1.6 Résoudre les équations suivantes.
1. (z—1)-1=0,
2. 4 4+2=0,

3 25 —1=1.

Solution :
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1. Posons w = z — 1, donc ’équation devient w? = 1. Directement de la formule de la
racine n — ieme d’un nombre complexe, les trois solutions z; = 1 4+ w; de ’équation
(z—1)> =1 =0 sont

14 cos 2T tisin 2™ 14 cos 2T 4 £ 9.
COSs — ZSln COSs — ZSIH— e
3 3 3 3

2. De méme, pour z* + 2 = 0, on obtient les solutions suivantes :
3 3 5 5t 7 7
V2 <cosz7r +z’sin%) , V2 (cosz7T —|—z’sin£) ,\75 <cosz7r +zsm—7r)

4
T T
3 (cosT isinT).
e\/_cos4+zsm4

3. Pour I’équation 2° — 1 =14, on a

1 1 . 37T 10 57T . 57T
\/_ (COS% —i—zsm—) \/_ <cos% —|—zsm%> \/5 <C082—0 +@sm2—0)

1 7 ™ 1 97T
\/_(cos%—i-zsm?) et \/_(cos—o—i—zsm%)

1.5.2 Exercices supplémentaires proposés

Exercice 1.7 Montrer que les racines non réelles d’une équation polynomiale & coeffi-

cients réels se présentent par paires de nombres complexes conjugués.

Exercice 1.8 Soit z # +1 un nombre complexe de module unité. Déterminer [’argument

z—1
de z+1°

Exercice 1.9 1. Montrer que cosnf peut s’exprimer comme un polynéme en cos @,
cosnf) =T, (cosh),

ou Ty, est un polynome de degré n (le n'*™ polynome de Tchebychev de premicre espéce).
Calculer Ty, T et T5.

2. Etablir la relation de récurrence suivante

Toio () = 22T, — T, ().



Chapitre 2

Fonctions d’une variable complexe

2.1 Généralités sur les fonctions complexes

2.1.1 Fonctions uniformes et multiformes

Définition 2.1.1 On appelle fonction complexe d’une variable complexe toute correspon-
dance d’un ensemble non vide de C, dans C, qui & chaque valeur z, fait correspondre une
ou plusieurs valeurs w € C.

Si la valeur de w est unique, on dit que la fonction est uniforme, sinon elle est dite

multiforme.

Exemple : 1) w = f (z) = 22, est une fonction uniforme.

2) w = f(z) = 2% est une fonction multiforme.

Remarque 2.1.2 Une fonction multiforme peut étre considérée comme un ensemble de
fonctions uniformes, chaque élément de cet ensemble étant appelé une branche de la fonc-

tion.

17
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2.1.2 Fonctions inverses

Siw = f(z), on peut aussi considérer z comme fonction de w, ce qui peut s’écrire sous

forme, z = g (w) = f~! (w). La fonction f~! est appelée la fonction inverse de f.

Exemple 2.1.3 La fonction z — 2% est la fonction inverse de la fonction z — 2.

2.1.3 Transformations
Définition 2.1.4 Si z = x + iy, on peut écrire f (z) comme
f(z) = f@+iy) =u(z,y) +iv(zy) =w

Les fonctions u et v sont appelées respectivement, partie réelle et partie imaginaire de f.

On note u = Re (f) et v=Im (f).

On remarque que le point P (z,y) dans le plan de la variable z est transformé en

P (u,v) du plan de la variable w. Nous dirons alors que f est une transformation dans C.
Exemple 2.1.5 f(2) = 2% = (z + iy)’ = (2% — ¢?) + 122y, donc

u(z,y) = (1’2 — yz) etv(x,y) =2xy

2.2 Fonctions élémentaires

2.2.1 Les fonctions polynémiales
Les fonctions polynomiales sont définies par
f(2) =P (2) = ap2™ + ap_12" 1 4 -+ + a32° + a1z + ay,

ol agp,aq,-..,a, sont des constantes complexes et n un entier positif appelé le degré du

polynome P (z) si a,, # 0.
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2.2.2 Les fonctions rationnelles

Les fonctions rationnelles sont définies par

P (z)
f(z) = ;
=06
ou P et () sont des polynomes.
Le cas particulier
az+b
Ter =

ol ad — bc # 0 est appelé transformation homographique.

2.2.3 Les fonctions exponentielles

[e ] "

neo o1, de plus cette série entiere converge aussi pour

On sait que pour z € R, ¢” = )

x € C. D’out on peut définir la fonction exponentielle par

o
e’ = E
n=0

Si a > 0 on définit a® = e*l°8,

n

T z e C.

N

S

. . . z _
Proposition 2.2.1 1) si 21,25 € C, alors e e® = e*1 722 27; = ef1772,

2) si z = x + iy, alors € = "™ = €* (cosy + isiny).

Preuve. Pour 1) on utilise la définition de la série produit, et pour 2) on identifie la

série e avec les séries de cosy de et siny. ([

2.2.4 Fonctions logarithmiques

La fonction z — f(z) = logz, z # 0 est définie comme l'inverse de la fonction
exponentielle

w=logz & z=¢".
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En écrivant 2z = 2| e'®8% et w = u + iv, on obtient
z=e" & |z =" = e & |z| = e et v =argz +2km, k€L
Ainsi la fonction z — log z, est une fonction multiforme définie par
logz=1In|z| +i(argz + 2knm), k€ Z

Définition 2.2.2 On appelle détermination principale de logz le choix de la valeur de
arg z dans un intervalle de longueur 2mw. Souvent cette détermination est définie dans

0 <argz < 2.

Exemple : log (—1) =In|-1| +iarg (—1) =i (7 + 2km) ,k € Z.

Pour la détermination principale, log (—1) = i.

Proposition 2.2.3 Les propriétés suivantes sont vérifiées (modulo [27i))

log (2122) = log z1 + log 2 et log (ﬁ) = log 21 — log 2.
&%)

2.2.5 Fonctions trigonométriques

et _—1i0

eftei0
2 21

; .. % i0 .
Par la formule ¢ = cosf + isiné, on trouve cosf = ¢ et sinf =
Par analogie, on définit les fonctions trigonométriques ou circulaires sin z, cos z, . . . par

e 4+e e — e ® sin z CoS 2
coOSz = —, sSlhzg = ——, tanz = cothz = — .
b b )
2 21 CoS % sin 2

Remarque : 1) Contrairement au cas de la variable réelle, les fonctions de la variable

complexe z — sin z et z — cos z ne sont pas bornées, en effet

lim |cos (ia)| = lim |sin (ia)| = oo
a— 00

2) La plupart des propriétés des fonctions trigonométriques réelles restent valables

dans le cas complexe. Par exemple

sin®z 4+ cos® z = 1, sin (21 + 22) = sin 21 cos 2y + cos z; sin 2y, . . .
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2.2.6 Les fonctions hyperboliques

Les fonctions hyperboliques complexes sont définies par analogie a celles du cas réel.

z

. e —e sinh z e* —e”
sinhz = —, tanz= =
2 coshz e*4e*
ef +e* coshz e*+e*
coshz = ———, cothz=— =
2 sinh 2 er — e %

Les propiétées suivantes peuvent étre facilement vérifiées.
cosh? z — sinh® = 1, sinh (2; 4 23) = sinh z; cosh 2, + sinh 2, cosh z, . . .

Les fonctions trigonométriques et les fonctions hyperboliques sont liées par les relations

suivantes

sin (iz) = isinh (z), cos(iz) = coshz, tan(iz) = itanhz,

sinh (iz) =isinz, cosh(iz) = cosz, tanh (iz) =itanz.
2.2.7 La fonction z — 2°

La fonction z — 2%, o € Z, est définie par 2z = e*1°8%

Exemple : ;" = e¢~logi = g—illnlil+iargi) — e~ (5+2km) et ke 7.

Remarque 2.2.4 On a (z"‘)k =2 aecC, ke€Z, mais (za)ﬁ £ 2% sia, B € C. Par
exemple
(i2)i _ (_1)2‘ _ pilog(—1) _ i(ln|—1|+iarg(-1)) _ —(m+2km)
2 p2ilogi _ 2i(Infil+iargs) _ 6—2(g+2lm) — o (mtdkm)

mais 1 =

2.3 Limites et continuité

2.3.1 limite de fonctions d’une variable complexe

Soit f une fonction complexe d’une variable complexe z, définie dans un voisinage de

z = zp sauf peut-étre en z = zg, c’est-a-dire définie dans un disque ouvert pointé en zj.
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Définition 2.3.1 On dit que f admet une limite | (ou f (z) tend vers l) quand z tend
vers zop = xo + 1Yo, et on note lim f(z) =1, si
zZ—20
Ve>0,30>0:0<|z—2|<d=|f(2) = <e.
Proposition 2.3.2 la limite si elle existe, elle est unique.

Preuve. Elle découle du fait que C est un espace métrique donc séparé. 0

Remarque 2.3.3 En général, on utilise cette proposition pour montrer que la limite

n’exixte pas.

xemple : lim Z n’existe pas. En effet pour z = x réel on a lim £ = lim £ =
E 1 lim 2 n’ t En effet 1 lim 2 =lim £ =1,
z T
z2—0 z—0 x—0
et pour z = iy imaginaire pur on a lim Z = lim =% = —1.
2—0 % y—0 Y

Proposition 2.3.4 Si f (v +iy) = u(x,y) +iv(z,y), 20 = o + 1Yo €t | = a + ib, alors

lim f(2)=1l< lim wu(z,y)=acel lim  wv(z,y) =0

#T20 (x,y)ﬂ(xo,yo) (mvy)ﬂ(mo,yo)

Preuve. La preuve découle des inégalités

F(2) =1l < |u(z,y) = al + v (z,y) = 0]

max (|u (2, y) — al v (,5) = b)) < | (=) — 1
O
Comme pour les suites, les opérations somme, produit et quotient, sur les limites des
fonctions restent valables.

Limite infinie et limite a ’infini :

Définition 2.3.5 On dit que f (z) tend vers oo quand z tend vers zy, et on note lim f(z) =

z—20

00, St

VA>0,30>0:0<|z—2| <d=|f(2)] > A
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De méme on définit les limites a linfini par

lim f(2) =1 & Ve>0,dB>0:|z|>B=|f(2)—-1|<e

Z—00

lim f(z2) =00 & VA>0,3B>0:|z| > B=|f(2)] > A.

Z—00

2.3.2 Continuité de fonctions d’une variable complexe

Définition 2.3.6 Soit f une fonction complexe uniforme définie dans un voisinage de
z =2z et en zg. On dit que f est continue en zy si lim f(2) = f(2).

zZ—20

Elle est dite continue dans une région D C C, si elle est continue en tout point de D.

Exemple : 1) Tout polynéme en z est une fonction continue sur C.

2) Soit f (2) =

SN

pour z # 0, et f(0) = 1. Elle n’est pas continue en 0, car lin%f (2)

n’existe pas, donc hH(l)f (z) # £(0).

Définition 2.3.7 Soit f une fonction complexe uniforme définie dans un domaine D. On

dit que f est uniformément continue sur D si
Ve>0,In>0,Vz,2 eD:|z—2<n=|f(z) - f(Z)] <e.

Exemple : La fonction f(z) = 22 est uniformément continue sur tout disque D, =

{z€C:|z| <r},avecr > 0. En effet Vz,w € D,, on a
2 — | = |2 = wl 2+ w] < |2 — ] (& + ) < 2]z ],

donc pour avoir |22 — w?| < ¢, il suffit quon ait |z — w| < g/2r = 4.
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2.4 Exercices

2.4.1 Exercices résolus

Exercice 2.1 Soit la fonction

Calculer u et v st w =u+1v et z = x + 1.

Solution : On a

1 _ 241 (x+iy)2+1_x2+i2xy—y2—|—1x—iy
v 5( ) 22 2 +iy) 2@ +iy)  z—iy

(@ -yr+ Do+ 22y 4220y — (2 —yP+ 1)y

B 2 (22 4 y?) ! 2(22+y?) 7

Exercice 2.2 Montrer que

1. ef1e®2 = a1t

2. e#t2kmi — % YL € Z.

3. |e*| = efte=

Solution :
1. Posons z; = x1 + 1y, et 20 = x5 + 1Yo, on a alors

ete® = e (cosyy +isiny;) e (cosys + isinys)

= ettt [

COS Y1 COS Yo — SIN Yo Sin 4y + @ (COS Y1 sin Yo + cos Yo sin yy )]

= ettt [

cos (y1 + y2) + isin (y1 + y2)]

= Atz
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2. Posons z = x + 1y, alors pour tout k € Z, on a
€z+2k7rz — ea:+zy+2k7rz — ea:+z(y+2k7r)

= ¢e"[cos (y + 2km) + isin (y + 2km)]

= e"[cosy +isiny] = €7

3. Comme e* = e®°# (cosIm z + i sinIm z) , alors

le*] = |e"°* (cosIm z + i sinIm 2)| = €"°* |(cosIm z + i sin Im 2)| = e"°*.

Exercice 2.3 Montrer que
1. sin®z + cos? z = 1.

2. cos (21 + 22) = €08 21 COS 25 — sin 27 sin z5.

Solution :

1. Par définition on a

%1 —iz\ 2 2 —iz\ 2
. 9 9 e’ —e e”+te
sIn” z +cos“z = E— + | —

= 1.
2. De méme
. . 1, . . , B 1. p . B
coszicosz —sinzisinz = o (€ + e (¢ 4+ e7i2) ; (65t — cmimt) (o= — ¢i)

= 1(67L(21+Z2) +€i(21—z2) +ei(22—zl) +e—i(zl+22))
4
_‘_i (ei(zri—zz) — i) _ gilz2—=1) 4 e_i(zl.,_zz))

= 1 i(21+22) —i(z1+22)

(6 +e )

2

= cos (21 + 22).
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Exercice 2.4 1. Trouver toutes les solutions de l’équation
e = —a, avec a > 0.
2. Si ae”® + be' = ce™ (a,b,c > 0), exprimer ¢ et u en terme de a,s,b et t
Solution : 1. Comparant les modules dans
e =e" (cosy + isiny) = —a,
on obtient e” = |—a| = a, donc z = Ina, puis en remplacant dans I’égalité on trouve

(cosy +isiny) = —1,

ce qui entraine

cosy = —1 et siny =0,

douty=2k+1)m, keZ

Ainsi les solutions de I’équation sont de la forme
z=Ina+i(2k+1)m, k€ Z.
2. L’égalité ae® + be'® = ce™ donne les relations
acoss+ bcost = ccosu, et asins + bsint = csinu.
En mettant les relations au carré et en faisant leur somme, on obtient

A = a®>+b®+ 2abcosscost + 2absin ssint
= a®>+b* 4 2abcos (s —t),

et alors

¢ = \/a?+ 2abcos (s — t) + b2

Par division dans les relations précédentes on tire

asins + bsint asins + bsint
tanu = = u = arctan .
acoss+ bceost acoss+ bcost
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Exercice 2.5 Par définition de la limite montrer que

1. lim (z+i(2x+y)) =1+1.

z—1—1

2. lim i = oo

3. lim

Z—00

1
22+1 — O

Solution :
1. Il s’agit de montrer que
Ve>0,30>0:]z—(1—d)|<d=|(z+i(2x+y)) — (1 +17)| <e.
Il faut faire apparaitre |z — (1 — ¢)| dans l'estimation de |(x +1i (2z +y)) — (1 +1i)|.
Onalz—(1—i)|=|r—1+41i(y+1)], par suite
(z4+iQ2z+y)— 1+ = [(z—1)+i(x+y—1)]
= |[(z—1)+i(2xr—2+y+1)]
= |(z—1)+2(x—-1)+i(y+1)]
= [(z—1)(1+2i) +i(y+1)
< Bl =1+ |y+1]
< 4fz—(1-19)],
puisque |[x — 1| < [z = (1 —4d)| et |y + 1] < |z — (1 —1)].
Donc il suffit de prendre § = £/4, pour avoir |(z +1i(2x +y)) — (1 +19)| < e.

2. Par définition

1 1
lim 3:OO<:)|:VA>O,35>O:O<|Z—1|<5$‘ 3>A]
=1 (z—1) (z—1)
On a
1 3 1
— > As|lz-1D|"< =

1
VA

& |(z-Df<
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il sffit de prendre alors § = -

N

3. Par définition

. 1
lim
z—00 22 + 1

:0<:><Va>0,HB>O:|z|>B:>

1 <
€
2241

1
2241

<ol
<e& [P+1]> -
€
D’autre part |22 — 1| < |22 + 1], et si de plus |z| > 1, on obtient
1] 2 ([ - =[] -1,

donc pour avoir |22 + 1| > 1, il suffit quon ait [2?| =1 > 1. Or

|z2‘—1>1(:)|z|>\/1+1,
g g

il suffit alors de prendre B = max (1, \/é + 1> = \/% + 1.

Exercice 2.6 Calculer les limites suivantes.

224 3) (2 — 1 324 — 23 4 822 — 224 5
D) dim (2252 410), 2) lim CEEYETD gy, 372 8 T2 H
214 =20 22 —2z+4 z—i z—1

Solution :

1)

lim (2> —52+10) = lim 22— lim 52+10= (1+4)°—5(1+4)+10=5—3i
z—1+1 z— 141 z— 141

2)
. (2243)(2—-1) zEerz (22 +3) ZEIPQZ (=—1) 1 11
lim = . - _—— 4
a—-2 22—2z+4+4 hrn2' (22 —2z+4) 2 4
3)

324 9,3 18,2 9,15 lim (324 — 223 + 822 — 22 +5)
lim : — 2 : : _
z—i z—1 lim (z — 1)

z—1

Y

0
0
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c’est une forme indéterminée, mais on remarque que z = ¢ est racine commune de

324 — 2234822 — 22 + 5 et 2 — 4, donc par division euclidienne, on obtient

30— 229 1822 2245
lim 25 2T O TR g (323 — (2 30) 22 4 (5 — 20) 2 + 5i) = 4 + 4i

22— z —1 2—1

Exercice 2.7 Soit f la fonction complexe définie par

f(2) =log|2|.

1. Vérifier que la fonction f est continue sur C*.

2. Montrer que f est uniformément continue sur tout ensemble C,., tel que
C.={z€C,|z| >r}, r>0.

3. Est-ce-que f est uniformément continue sur C*? Justifier.

Solution : 1. La fonction f est continue sur C*, car elle est composée de deux fonctions

continues

z = |z t — logt

2. Dire que f est uniformément continue sur C,, revient & démontrer que
Ve > 0,30 > 0,Vz,w € C, 1 |z — w| < 6 = |log|z| — log |w|| < e.

Pour simplifier on pose t = |z| et s = |w]|, et on suppose que t > s. On a

logt —logs = logzzlog(ﬂ)zlog(t_s—i-l)
s s

S
t—s t—s
<

— —_ Y

S T

car log (1 +z) < z,Vr >0, et s > r.
Donc pour que [log |z| — log |w|| < ¢, il suffit que =2 < e. Or

t—s

<est—s<ers |zl —|w|| <er
,
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Prenons alors § = er, nous obtenons

|z —w| <d=||]z| — |w|| < |z —w| < 6 = |log |z| — log |w]|| < e.

3. f n’est pas uniformément continue sur C*, en effet on doit montrer que

de > 0,V0 > 0,3z,w € C*: |z —w| < I et |log|z| —log|w|| > €.

Supposons que |z| > |w|, on a alors

|wl |wl
|z|—|wl|
= wl ]

car log (1 +x) > 17, Va > 0.

Donc pour tout d, on prend z = 2w = 4, on obtient alors |z — w| =6/2 < § et

=¢&.

DN | —

log 2] — log [w|| =

2.4.2 Exercices supplémentaires proposés
Exercice 2.8 Montrer que

. . .
’62z+z +ezz S 6290 Te 2xy

Exercice 2.9 Montrer que les zéros de sin z et cos z sont réels, et déterminer leurs va-

leurs.

Exercice 2.10 Montrer que lim 23

zZ—00

= 0.
Exercice 2.11 FEtudier la continuité et la continuité uniforme de la fonction

f(z):%, cec



Chapitre 3

Fonctions holomorphes

3.1 Dérivation dans le domaine complexe

Malgré la possibilité de considérer un nombre complexe z comme un couple (z,y)
de R?, il y avait une différence essentielle entre la fonction considérée comme une fonc-
tion de la variable complexe z ou des variables réelles = et y. Cette différence apparait

particulierement dans la dérivation.

Définition 3.1.1 Soit f une fonction uniforme définie sur domaine (ouvert connexe) de

C, et soit zg € D. On dit que [ est dérivable en zy si

i 2 = f ()

220 zZ— 20
existe et elle est finie. Dans ce cas on la note f'(z) et on Uappelle la dérivée de f au

point zg.

Remarque : Si on pose h = z — 2y, on aura [’ (2) = %iII(l) w

Définition 3.1.2 On dit que f est holomorphe dans D, si [ est dérivable en tout point

z de D.

31
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Elle est dite holomorphe en un point zy si elle est dérivable dans un disque ouvert

centré en zy.
Exemple : Tout polynéme est une fonction holomorphe dans C.

Proposition 3.1.3 Si la fonction f: D — C est dérivable au point zo € D, alors elle est

continue au point zg.

Preuve. Pour tout 2y € D\ {2}, on a

JR = TG0) o (F(2) = F20)) = 0% F (20) = 0.

f(z) = f(20) = (= — 20) 7 — 2 ol
D’ou f est continue en z. O
Remarque : La réciproque de la proposition est fausse. Par exemple f(z) = |z| est
continue en zy = 0, mais elle n’est pas dérivable en zy = 0. En effet
| =0 _ |h-0 _ 1

pourh:l>00na}ZLOT 1,etp0urh:ik:,k>()onailli£r(1]T = # 1

3.2 Conditions de Cauchy-Riemann

Proposition 3.2.1 Soit f (z) = u (z,y) +iv (x,y) une fonction définie dans un domaine
D, et soit zg = xo + 1yg € D. Alors [ est dérivable au point zy, si et seulement si les
fonctions u et v sont dérivables au point (xg,yo) € R?, et vérifient les équations dites de

Cauchy-Riemann
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Preuve. Condition nécessaire : Supposons f dérivable au point zy, alors

Fa) — 1 T = G0)

z—20 Z— 2

en particulier pour x — xg,y = o, on trouve

(%) = lim u (2,90) — u (To,y0) + 1 (v (2, 90) — v (20, Y0))
0 Tr—T0 T — CCO Y
ou ov

= 9 (20, Y0) + Z% (%0,%0)

et de méme pour x = xg,y — Yo, on trouve

f(%) = lim u (o, y) — u (%o, Yo) + 1 (v (0, y) — v (0, Y0))
" y=0 i(y — yo) ’
ov Ou

= 8_y (%JJO) - Za_y <x07 yo) .

D’ou les dérivées partielles de u et v au point (zo,yo) existent et vérifient les relations
(3.1).

Condition suffisante : Supposons que u et v sont dérivables au point (zg,yo) , et véri-
fient les relations (3.1) . Posons

du v v Ou
o= O (0, Y0) = 8_3/ (o, y0) €t 5 = o (o, o) = _O_y (%0,%0) ,

alors par définition de la dérivabilité en R?, on a

ou ou
u(zo + h,yo + k) —u(xo,%0) = %($o,yo)h+8—y($0,yo)k+0<\/h2+k2)
_ ah—6k+o<\/h2+k2>

v(zo+ h,yo + k) — v (z0,5%0) = ﬂh+@k+0<vh2+k2),

ou la notation f = o(g) signifie lin(l) % =0. D’ou

f(zo+h+ik) — f(z) = u(xo+hyo+k)—u(zo,yo)+1iv(zo+h,yo+k)—v (2o, 0)]
_ ah—ﬁk+i(ﬁh+ak)+o<\/h2+k2>

= (h+ik)(a+1i6)+o(|h+ik|),
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par conséquent

) f(z0+ h+ik) — f(z) . ) o(|h+ ik])
1 = 1 N il V4
(h+iF) 0 h+ ik (a+if)+ Dm =

— a+iB,

ce qui montre que f est dérivable au point zj, et

, 0 0
' (=0) = G_Z (w0, Y0) + 28_:1:’ (20, %0) -

Remarque 3.2.2 [l se peut que la fonction f vérifie les conditions de Cauchy-Riemann

sans étre dérivable en zp.

Exemple : Soit f (2) = f (z +iy) = ¥y, 20 = 0.

Onau(x,y) =y et v(x,y) =0, donc

9 0.0) = lim u@0)=u(0.0 9 _y
83} x—0 X z—0
Jy y—0 Yy

0

v _ v,

ox y

D’ot les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées, mais la fonction f n’est pas déri-

3/£By

vable en 0, car liH(l) prw n’existe pas. En effet pour x =y, on a
¥ v 12 1 1
lim—y— —x,:hm—,x—:—i—oo.
2—0 |z + 1y z—0 (14—@)1} m—>0|1+l| \3/5

Remarque 3.2.3 1. En multipliant la deuxieme condition de Cauchy-Riemann par i

et l'ajoutant a la premiére, on aura

of of
8x+28y =0,

ou bien % =0, ou % = % (% + ig—i) dit opérateur de Cauchy-Riemann.
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2. Si les fonctions u et v sont deux fois dérivables et vérifient les relations (3.1), alors

0%*u N PPu v N Pv
ox2 Oy 022 Oy

0.

De telles fonctions sont dites harmoniques. Ainsi les parties réelle et imaginaire

d’une fonction holomorphe sont des fonctions harmoniques.

3.3 Reégles de dérivation

3.3.1 Opérations sur la dérivée

Les regles de dérivation somme, produit, quotient et composition (lorsqu’elles sont

définies) sont les mémes que celles utilisées dans le cas réel.

L (f()£9(2) =f(2) £4 (2).
2. (f(2)g(2)) =f(2)g(x) + f(2) g (2).

! "(2)g(2)—f(2)g' (2 .
3. <f(z)> _ f )9([9)(2£§ )g'( )’ si g(z) #£0.

4 (go f) () = f'(2)g'[f (2)].

Dérivées des fonctions élémentaires

3. (logz) =1,
4. (sinz) =cosz, (cosz) = —sinz,

5. (tanz) = —4— =1 +tan? 2.

cos? z

6. (sinhz)’ = coshz, (coshz)' = sinhz.
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3.3.2 Reégle de ’Hopital

Si f et g sont deux fonctions holomorphes dans un domaine contenant le ponit z telles

que f(z0) = g(20) =0, et g’ (20) # 0, alors

f(z) _ f(20)

lim = .
=z g(2) g (20)

Dans le cas ou f'(z) = ¢’ (20) = 0, on peut utiliser cette régle a nouveau.

Exemple 3.3.1 Calculons lir% %
Les fonctions sinz et z sont holomorphes sur C, et sin0 = 0, donc par la régle de

[’Hépital, on a

3.4 Dérivées d’ordre supérieur

Si w = f(2) est holomorphe dans un domaine D C C, sa dérivée est notée f'(z) ou

‘é—’;’. Si f'(z) est holomorphe également dans le méme domaine, sa dérivée est notée f” (z)
ou ‘572’. Ainsi de suite, la dérivée n®™ de f (z) sera notée f™ (z) ou %‘
Théoréme 3.4.1 Si f est holomorphe dans un domaine D, alors f', f", ... sont égale-

mant holomorphes dans D, i.e. pour tout n, la dérivée n'™¢ de f (z) existe dans D.

On verra la preuve de ce théoréme dans la chapitre qui suit (voir section 4.4).
Remarque : On n’a pas un résultat analogue pour les fonctions réelles. Par exemple
la fonction
2. 1
f(x)=a"sin—, ©#0, et f(0)=0,
x
est dérivable sur R, en effet sur R* comme produit et composée de fonctions dérivables

sur R*, et au point 0, car

. 2?sinz—0 _
lim ——&—— = lim z sin — = 0,
x—0 l‘—O z—0 €
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d’ou
/ 1 1 ’
f'(z) =2xsin— —cos—, x #0, et f'(0) =0,
x x

mais f’ n’est pas dérivable en 0, en fait, elle n’est méme pas continue en 0.

3.5 Points singuliers

Définition 3.5.1 Un point zy est appelé un point singulier ou une singularité d’une fonc-

tion f, si la fonction f cesse d’étre holomorphe en ce point.

Il y a plusieurs types de singularités.

1. Singularité isolée : Le point z; est appelé point singulier isolé de f, s’il existe
d > 0 tel que le disque |z — zg| < 6 ne contient pas d’autre points singuliers que zp.

Dans le cas contraire il est dit une singularité non isolée.

Exemple : La fonction z — f (2) = siil a des singularités en zg = 0 et z;, = #, ke

Z*. Les singularités z, = %, k € 7Z*, sont isolées. Par contre le point zy = 0 est une
singularité non isolée. En effet V6 > 0,3k € N : ﬁ < 0, i.e. le disque Ds (0) contient

une autre singularité zp # zg.

2. Singularité apparente : Le point z; est appelé une singularité apparente de f si
lim f (2) existe.
z—20

Exemple : Le point z = 0 est une singularité apparente de la fonction z — Sirzlz,

car lim 22 = 1.
z—zg 7

3. Poles : Le point zj est appelé un pole d’ordre n € N* si lim (2 — 29)" f (2) =1 # 0.

Z2—20

Sin =1, z est appelé un pole simple, et si n = 2, z; est appelé un podle double,...

3z—1

oern @ un pole double en z = 1 et un

Exemple : La fonction z — f(z) =

pole simple en z = —4.
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4. Singularité essentielle : Une singularité qui n’est ni un pdle, ni une singularité

apparente est appelée singularité essentielle.
Exemple : La fonction z — f(z) = €71 a une singularité essentielle en z = 1.
5. Singularités a l’infini : La nature d’une singularité de z — f(z) en z = oo (le

point & I'infini) est la méme que celle de w — f (i) en w = 0.

3

Exemple : La fonction z — f(z) = z° a un pole triple a z = oo, car f (i) = % a

un pole triple en w = 0.

3.6 Exercices

3.6.1 Exercices résolus

Exercice 3.1 Vérifier les équations de Cauchy-Riemann pour les fonctions suivantes :

Solution :

1. Pour w = u +iv = 23, on a

u=2>—3ry% et v = 32y — ¢,

donc

ou 9 s  Ov
9 3x 3y_8y
ou _ =
ay Y= "o
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2. Pourw:%(z—i-%),ona

123+ ay? + o 122y +y° —vy
U=-——s—"—"—cet V=" "
2 a4y? 2 2?24 y?
donc
u  1(2*+y?)* — 2> +y>  Ov
or 2 (a2+442)° Oy
et
ou —2zy ov

3. Pour w =sinz, on a

u = sinx coshy et v = cosx sinhy,

donc

ou v
i cosxcoshy = a—y
Ju , _ v
8_y = sm:tzsmhy:—%.

Exercice 3.2 Déterminer les conditions sur les constantes réelles a, b, c et d qui rendent
la fonction

f(2) =ax+by+i(cx+dy)

holomorphe.

Solution : On a u = ax + by et v = cx + dy, d’ou

@—a@—b@—c et@—d
or oy oxr oy

Les dérivées partielles existent et elles sont continues, donc pour que f soit holomorphe,

il est nécessaire et suffisant que a = d et que b = —c. Ainsi

f(z)=ax+ —cy+i(cx+ay) = (a+ic) (x +iy) = (a +ic) 2.
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Exercice 3.3 1) Montrer que les équations de Cauchy-Riemann s’écrivent en coordonnées

polaires :

ou 1 81)‘ 10u ov

o radf ros  or

2) Vérifier que la fonction définie pour Re z > 0 par f (z) = In|z|+iarg z, est holomorphe

Solution : En utilisant les coordonnées polaires z = re', f s’écrit

f(z)=Inr+i0 =u(r,0)+iv(r0),

d’ou

or T roo

)
10u _n— _0v
7‘80_0_ or

par conséquent f est holomorphe.

Exercice 3.4 Soit f une fonction complexe définie par

—1
ezt

;2 # 0
0 12=20

Est-ce- que la fonction [ est dérivable au point z = 07

Solution : La fonction f n’est pas dérivable au point z = 0, car elle n’est pas continue

en ce point. En effet, en choisissant © = y i.e. 2 = x + ix, dans la limite, on obtient

—1 -1 1
lime=* = lim e@+i2)* = lim e%? = oo.
z—0 x—0 x—0

Exercice 3.5 Soit f = u +iv une fonction complexe holomorphe sur C telle que u = v?.

Montrer que f est constante.

Solution : Par les conditions de Cauchy-Riemann, on a

du _ o o _ o

ox — By 2U8x 9y
A ;

ou _ _ow v _ _ow

dy Oz 2U8y - Oz
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remplacant la premiére égalité dans la deuxiéme, on obtient

2v<20@):—@©(402+1)@:0 o _y,

oz ox ox = or

D’ou

oo _ov_ov_,
or Oy 0ox oy

et comme f'(z) = % + i%, alors f’'(z) = 0. Ainsi f est constante.
Exercice 3.6 Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

_1—I—z
1=z

1) f(2)

Solution : 1) On a

(1+z)’: (I4+2)1-2)—1+2)1-2)" 2

1—=z2 N

(cos® (22 + 31’))' = 2(cos (22 + 3i)) cos (22 + 37)

= 2(2z+ 3i) (—sin (22 + 3i)) cos (22 + 31)

= —4sin (22 4 3i) cos (22 + 3i)

3) En utilisant les fonctions exponentielle et logarithme, on peut écrire

(z4+1)" =explog (2 +14)" =exp (zlog (2 + 1)),
d’ou
((z4+14)7) = (zlog(z+1)) exp(zlog(z +1))

_ <log(z+i)+zz > (z+14)°

+1

(1-2)° (1—2)°

2) f(2) =cos® (22 +3i), 3) f(2)=(2+1)
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Exercice 3.7 Trouver les limites suivantes.

. 2041 . l—cosz
ViMoo
Solution : 1) On a
. 20+1 0
lim = —

=i 2641 0
c’est une forme indéterminée, mais on peut utiliser la régle de 'Hopital puisque les fonc-

tions 2% + 1 et 2% + 1 sont holomorphes, donc

. 21041 i (210 4+ 1) 102° 10 (i) 5
m———=lm-——==lm—=—1(»2) = =
ami 2841 =i (641) =-i 625 6 3

2) De méme on a

- 1—-cosz 0
lm — = —
z—0 ,22 0

Comme 1 — cos z et 22 sont holomorphes, alors par la régle de ’'Hopital on obtient

3.6.2 Exercices supplémentaires proposés

Exercice 3.8 Déterminer [’ensemble des points ot les fonctions suivantes sont dérivables.
) f(z) =1z, 2) f(2) = zRez,
3) f(2)=z, 4) f(z+iy) =2®+iy%
Exercice 3.9 Montrer que
1) (sinz) =cosz, 2) (cosz) = —sinz
Exercice 3.10 Calculer la limite suivante.
1/22

lim (cos 2)

z—0



Chapitre 4

Intégration dans le domaine

complexe

4.1 Chemins et courbes dans le plan complexe

Définition 4.1.1 On appelle chemin ou arc de classe C* dans C toute fonction de classe

Ct définie d’un intervalle réel I = [a,b], a < b vers le plan compleze C,
vila, b = C t =y () =z (t) +iy(?)

Les points zg = v (a) et z; = v (b) sont appelés respectivement point initial ou origine de
v et point final ou extrémité de .
L’image C = {~ (t) € C,t € [a,b]} s’appelle support de v ou courbe dans le plan com-

plexe C, paramétrée par le chemin .

Im =

Rez

43
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Remarque : Souvent on confond le chemin v avec la courbe C' paramétrée par ~.

Définition 4.1.2 1. Si les points initial et final d’un chemin coincident, ce dernier est
appelé chemin fermé ou lacet.
2. Un chemin est dit simple s’il ne se recoupe pas, i.e. il n’a pas de points doubles

3. Toute courbe fermée et simple, est appelée courbe de Jordan.

Exemple : 1) Le cercle de centre 2o et de rayon r, C' = {z € C: |z — 29| = r} est
paramétré par v (t) = 2o + re', r € [0, 27], c’est une courbe de Jordan.
2) C = {t+it? t € [—1,2]} est une courbe simple, partie de la parabole d’équation

y = x2, d’origine —1 + ¢ et d’extrémité 2 + 4i.

Exemple 4.1.3

Im = 2 Im= 2

) / )

| \/ Rez \/ Rez \ Rez‘C/ Rez

| Chemin non fermé et simple || Chemin non fermé et non simple | | Chemin fermé et simple | | Chemin fermé et non simple |

Définition 4.1.4 Soit Cy et Cy deux courbes telles que extrémité de C coincide avec

lorigine de Cy, alors C; U Cy est une courbe appelée courbe composée de C; et Cs.

Im 2z

Rez

Exemple : la courbe C = {e', t € [0, 2]} U{(1—t)i+t(—1+7), t €[0,1]} est

composée d'un arc de cercle et d’'un segment.
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4.2 Integration le long d’une courbe

Définition 4.2.1 Soit D un domaine non vide de C, et soit C' une courbe paramétrée
par un chemin de classe C', ~y : [a,b] — D, t — ~(t), et soit f: D — C une fonction
continue en tout point de C. On appelle intégrale de f le long de la courbe C' et on le note

fC z)dz, le nombre complexe

/Cf(Z)dZ=/a £ (v () (t) dt

Remarque : 1) L’intégrale ci-dessus est appelée aussi intégrale le long du chemin ~
et notée [ f(z)dz

2) Si la courbe est fermée et orientée dans le sens inverse des aiguilles d’une montre on
utilise le signe f au lieu de f . Le sens inverse des aiguilles d’'une montre est aussi appelé
sens positif ou direct.

Exemple : Calculons l'intégrale [, 2°dz, o C = {'y (1) =2¢e" 0<t< 37”}

On a v/ (t) = 2ie™, donc

3r 3T 3m

/ 22dz = /2 (26“)2 2ieldt = /2 Qie3tdt = §e3” ’ = §e%i” — §60 = —§ + §2
c 0 0 3 0 3 3 3 3

Les propriétés suivantes sont analogues a celles des intégrales réelles.

Proposition 4.2.2

1. [ (af (2)+Bg(2)dz =a [, f(z)dz+ 3 [,9(2)dz, Va,p € C.

2. f—c f(z)dz=— fC z)dz, ou —C' est la courbe C' parcourue dans le sens inverse.

3. 8iC=CrUCy, dors [, f(2)dz= [ f(2)dz+ [, f(2)dz

Exemple 4.2.3 Calculons l’intégrale fc 22dz, ot C est la courbe formée du segment

[—1,1] et du demi-cercle unité supérieur.
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OnaC=CUCy={y,(t)=t, te[-1,1]} U{ry(t) =€ 0<t <}, donc

/ 24 /1 t2dt+/ﬂ 2itiei dt FT - {1 ?”'T 22 (-2)=0
c . 0 3], 13 |, 3 3

Longueur d’une courbe :
Soit C' une courbe paramétrée par un chemin 7 : [a,b] — C de classe C'. La longueur

L¢ de la courbe C' est définie par

b
Le = [ 1ol
Exemple : Calculons la longueur du cercle C' = {v (t) = re®, t € [0,27]}, r > 0.

On a v/ (t) = ire”, donc |7/ (t)| = |re"| =r. D’ou Le = 027T rdt = [rt])" = 2mr.

Proposition 4.2.4 Soit f une fonction complexe continue définie sur un domaine D du

plan C, et soit C ={vy(t), t € [a,b]} une courbe. Supposons que
IM>0:|f (v (@) <M, Vielab],

alors

< MLe¢.

/Cf(z)dz

Preuve. Par définition on a

/Cf(z)dz

/ f<v<t>>v'<t>dt)s / F @)y O] dt < M / Iy (8)]dt = MLe.

O

4.3 'Théoréme de Cauchy et ses conséquences

4.3.1 Domaines simplement connexes et multiplement connexes

Définition 4.3.1 Un domaine D du plan complexe est dit simplement connexe si toute
courbe fermée simple de D peut étre réduite par déformation continue & un point sans

quitter D. Dans le cas contraire D est dit multiplement connezxe.
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Intuitivement, un domaine simplement connexe est sans trous.

4.3.2 Théoréme de Cauchy

Théoréme 4.3.2 Soit f une fonction holomorphe dans un domaine non vide D C C et

C une courbe fermée contenue ainsi que son intérieur dans D. Alors

]{Cf(z)dz:o.

Remarque : Ce théoréme fondamental est a la fois valable pour des domaines sim-
plement connexes ou multiplement connexes. Il existe deux démonstrations différentes de
ce théoréme, la premiére preuve donnée utilise la formule de Green-Riemann et les formes
différentielles, cependant Goursat a proposé une autre démonstration moins difficile ; c’est
pourquoi on 'appelle quelquefois " Théoréme de Cauchy-Goursat”.

Pour la preuve de ce théoréme, nous référons au Rudin [6] ou Murray [5].

Exemple : 1) On a vu que §, 2°dz = 0, ou C' est la courbe fermée, formée du segment
[—1,1] et du demi-cercle unité supérieur, voir Exemple 4.2.3.

2) Calculons §,, zdz, on C' = {v(t) = 2¢", t € [0,27]}. On a

2 o
fc 2dz = /0 2¢ (2ie') dt = /0 diedt = [2¢™])7 =2 -2 =0.

Le théoreme de Cauchy admet une réciproque.

Théoréme 4.3.3 (de Morera) Soit f une fonction continue dans un domaine simple-
ment connexe D. Supposons que ff;c f(2)dz = 0 pour toute courbe fermée et simple C

dans D. Alors f est holomorphe dans D.

Preuve. Voir Rudin [6] ou Murray [5]. O
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4.3.3 Primitives ou intégrales indéfinies

Définition 4.3.4 Soit f et F' deux fonctions holomorphes dans un domaine connexe D
telles que F' (2) = f(z). Alors F est appelée intégrale indéfinie ou primitive de f, et on

note

F(z):/f(z)dz.

Remarque : Comme la dérivée d'une constante est nulle, alors deux primitives d’une
méme fonction se different d’une constante. Pour cela souvent on ajoute une constante a
I’'une des primitives.

Exemple : La fonction z — 32?2 — 4sin 2z est une primitive de 2 — 6z — 4 cos z, donc
/(62 —4cosz)dz =32 —4sinz +¢, ceC.

Intégrales de fonctions élémentaires :

Nous donnons les primitives de quelques fonctions usuelles, on a omis ici la constante.

1) [2%dz= %, a# —1,
2) [1dz=logz,

3) [e*dz=e?,

4) [sinz = —cosz,

5) [cosz =sinz,

6) [ = dz =tanz,

cos?

7) [ —%-dz = —cotz,

sin“ z

8) [tanzdz = —logcos z,

9) [ cot zdz = logsin z.
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4.3.4 Quelques conséquences du théoréme de Cauchy

Soit f une fonction holomorphe dans un domaine simplement connexe D. Comme

conséquences du théoreme de Cauchy, nous avons les résultats suivants.

Corollaire 4.3.5 Si zy et z; sont deux points quelconques de D, alors fcf(z) dz est
indépendant du chemin C' joignant zy & z,. On la note alors f;ol f(2)dz.

En particulier la fonction F (z) = f,:o f(w)dw, z € D, est holomorphe dans D, et

Exemple : Calculons I'intégrale fOHi zdz, suivant les deux chemins C7 = [0, 1 + 7]

et Oy = {7, (t) =t +it?, 0<t<1}.0na

/Clzdz = /01(1+i)t(1—|—i)dt: [(1“)2%}1_ (1+14)°

/szdz = /01(t+it2)(1+i2t)dt:B(wriﬁ)?} :(121')2:2.

0

0

Corollaire 4.3.6 Sia et b sont deuz points quelconques de D, et si F' (z) = f(z), alors

b
[ 1@d =P L =F0) - F ).
Exemple : Calculons l'intégrale fOHi zdz. Comme %22 est une primitive de z, alors

144 1 i 14 4)2
/ zdz = {—22} = (L+7) =9
0 21, 2

Théoréme 4.3.7 Soit f une fonction holomorphe dans un domaine connexe limité par

deux courbes fermées et simples C' et Cy et sur ces courbes. Alors

fred=¢ 1ea
C C1
Exemple : Calculons fc Z%dz, ou (' est 'ellipse paramétrée par le chemin

v (t) = 3cost + 2isint, t € [0,2n].
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Considérons le cercle unité Cy = {e, t € [0, 27|} . Puisque la fonction % est holomorphe

dans le domaine limité par les courbes C' et C; et sur ces courbes, alors

2 27r
1 . it —it —’Lt 27
1

Remarque 4.3.8 Le théoréme précédent peut étre étendu a un domaine connexe limité
par une courbe fermée simple C' et un nombre fini de courbes fermées simples C1,...C,

intérieures a C, dans ce cas on a
[RICLE ftﬂ@w
Ck
4.4 Formule intégrale de Cauchy et conséquences

4.4.1 Formules intégrales de Cauchy

Soit f une fonction holomorphe a l'intérieur d’une courbe fermée simple C' et sur C,

et soit a un point intérieur & C, alors

fla)= o ¢ 184, (4.1)

2m Joz —a

De méme la dérivée n—iéme de f en z = a, est donnée par

|
M) (q) = 2 &d —1.2 4.2
P 0) = g § e m= 12 (4.2)
Remarque : la premiére formule est un cas particulier de la deuxieme.
Exemple : Utilisons la formule de Cauchy pour calculer fo wdz et 390 mdz,

ou C'={2+¢€"tel0,2n]}.

La fonction f (z) = 45 est holomorphe & I'intérieur de C et sur C, d’aprés les formules

+

(4.1) et (4.2) on a

: = f(z) 2 = 271 —2_7TZ
[ e e I e RO R

1 _ f() 2wy,
]{C(Z—Q) (Z+1)dz B %c(z—Z)”ld Q!f (2)
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Or f'(2) = —25 et f"(2) = —%, dou

(z41) T (D)

]{ 1 27 .
3 dz = —1.
eGP+

4.4.2 Quelques conséquences

Comme conséquences des formules intégrales de Cauchy, on obtient les résultats sui-

vants.

1) Dérivée d’ordre spérieur : Si f est holomorphe dans un domaine D, alors f est de

classe C*° dans D.
Ce théoreme déja énoncé dans le chapitre 3, découle donc de la formule (4.2) .

2) Inégalité de Cauchy : Si f est holomorphe a l'intérieur du cercle C' et sur C, avec

C ={]z — a|] =}, alors

!
£ @] < suplf ()] = n=0,1,2,...

zeC

3) Théoréme de Liouville : Si f est holomorphe dans C, et si f est bornée sur C, i.e.
|f (2)] < M pour certain M € R, alors f est constante.

4) Théoréme de D’Alembert : Toute équation P (z) = ag+a2+asz*+- - -+a,z" = 0,
de degré n > 1 posseéde n racines, ol chaque racine est comptée avec son ordre de
multiplicité.

5) Théoréme de maximum et minimum : Si f est holomorphe & l'intérieur d’une
courbe fermée simple C, et sur C, alors le maximum de |f (z)| est atteint sur C.

Si de plus f (z) # 0 a Pintérieur de C, alors |f (2)| atteint son minimum sur C'.



4. Intégration dans le domaine complexe 52

4.5 Exercices

4.5.1 Exercices résolus

Exercice 4.1 Calculer les intégrales suivantes :
1. [, zdz, ot C est un segement [a,b] dans C.
2. fc Re zdz, ou C est le cercle unité parcouru dans le sens positif.
3. [, 2%dz, ot C est la partie de la parabole d’équation y = 2, 0 < x < 1.
Solution :

1. le segment [a, b], est paramétré par le chemin
y(t)=(1—-t)a+1tb, t€][0,1],
donc

/Czdz - /Oly(t)fy’(t)dt:/01((1—t)a+tb)(b—a)dt

= (b—a)/ol(aJr(b—a)t)dt:(b—a) {at—i—(b—a)g]l
(b+a) 0

—(b—a)(a—l—%(b—a))—(b—a) L)

2. Le cercle unité parcouru dans le sens positif est paramétré par
y(t)=e€, —m<t<m,
donc

+7 +7 +m
/ Re zdz = / cost (ie") dt = z/ cost (cost +isint)dt = z/ cos tdt,
C —

™ - -7

car la fonction costsint est impaire, et donc son intégrale sur [—m, 7] vaut 0.

Or cos?t = 2L oy
2 )

. 47 . in? w
/Rezdz:z/ (cos2t 4+ 1)dt = {3 <sm t—i—t)} =7
C 2 — 2 2 -
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3. La partie de la parabole est paramétrée par
y(t) =t+it?, 0<t <1,

donc

1

/Cz2dz=/01 (t+it?)? (1 +i2t) dt = E (t+z’t2)3] —

2 2
) (1+14) 3—1—3@

W =

Exercice 4.2 Soit f : C — R une fonction continue réelle telle que |f (2)| < 1 et soit C

le cercle unité parcouru dans le sens positif. Montrer que

/Cf(z)dz
/Cf(z)dz: /Cf(z)dz

et choisisons la paramétrisation z (t) = e, ¢ € [0, 27] du cercle unité C, donc

/cf (2)dz| = /O27r f(e") e dt = Re (/027r f(e") i@i(t—v)dt)
2m
= / —f (") sin (t — ) dt,
0

<A4.

Solution : Posons

e,

car f est réelle, et comme |f (2)| < 1, alors

/Cf(z)dz

or sinz > 0 pour x € [0, 7], et sinz < 0 pour z € [—m,0]. On distingue deux cas :

2
< / sin (¢ — 7)| dt,
0

— Si~y € [0,7] : dans ce cas on a

27 o Y47 2
/ |sin (t — )| dt = —/ sin(t—v)dt%—/ sin (t — ) dt — sin (t — ) dt
0 0 o1 y+m
— feos (t — )]} — [cos (¢ — )7 + [eos (£ ~ DT,

= (1—cosy)—(—=1—=1)+ (cosy+1) =4,

et alors | [, f (z) dz| < 4.
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— Siy € [m,27] : on obtient le méme résultat (a vérifier par le lecteur).

Remarqe : Ce résultat donne un borne optimale, car en utilisant I'inégalité d’estima-

tion, on obtient une borne plus grande, en effet

‘/Cf(z)dz

Exercice 4.3 Soit D C C un domaine, f : D — C une fonction holomorphe et C' un

g/|f(z)dz|§/|dz|:LC:27r:6.28
C C

chemin fermé parcouru dans le sens positif et contenu ainsi que son intérieur dans D.

Soit enfin z1 et zo deux points a l'intérieur de C. Calculer

/c (2 —fzf)Z)(jZ— 22)

Qu’obtient-on lorsque z1 — 257

Solution : Décomposons la fraction en éléments simples, on obtient

/C( f(2)dz o ( f(2)dz f(z)dz)

z—2)(z—2) azm-—2m\Jo z—2 o Z— 2

271

= () =1 ()

21

Lorsque z; — zo, on obtient

QWif'(zQ):/C%.

Exercice 4.4 Soit D C C un domaine, f : D — C une fonction holomorphe et C' un

chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans D. Soit zg un point a lintérieur de

O LI
/(J(Z—Zo)nﬂd _n!/c(Z—Zo)al7 <N

Solution : Appliquant la formule de Cauchy a la fonction f™, on trouve

S 2mi Jo (2 — 20)

C. Montrer que
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et appliquant d’autre part la formule de Cauchy pour la n’*™¢ dérivée & la fonction f, on

obtient

D’ou I’égalité demandée.
Exercice 4.5 C' désignant le cercle unité parcouru dans le sens positif, calculer

/ sinﬁwz .
c(z-%)

Solution : En vertu de la formule de Cauchy pour la dérivée, on a

= 2mi (6 cos zsin’ 2) [,ox =i :

/ sin® 2 d ., 3V31
C( 6 16

Exercice 4.6 Calculer fc (_;ndz, n € N*, ou C' est une courbe fermée simple dans les
z2—20)
deux cas suivants :
(a) zo est a Uextérieur de C,

(b) zo est a lintérieur de C' (distinguer le casn =1 et n > 2).

Solution : (a) Si zj est a 'extérieur de C, alors la fonction z — ﬁ est holomorphe

dans C, ainsi que dans son intérieur, donc d’apres le théoréme de Cauchy

1
Jq{—ndz:()
C(Z_ZO)

(b) Si zp est a l'intérieur de C, on choisit 7 > 0 tel que le disque fermé {|z — zo| < 7}

soit contenu dans l'intérieur de C. Notons C, le cercle {|z — zy| = r}, alors d’apres le

1
7{ L 7{ 1 .
o (2= 20) Cy (2 — 20)

or C, est paramétré par 7y () = zy + re, t € [0,27], d’ou

théoréme de Cauchy
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—Sin=1,0na

1 1 27 - it 27
]{—ndz:]{ dz:/ i dt:i/ dt = 2mi
o (2= 2) c, % — %0 o Te€ 0

—Sin>2,0na

1 o it 21 —i(n—1)t _ —i(n—1)t 727
f{_ndz _ / &tndt—/ e - {_}
o (2= 20) o (ret) 0 T (n—1)r=1],

—1 —i(n—1)27
T (n—1)mt (e —1) =0,

Exercice 4.7 Calculer les intégrales indéfinies suivantes.
(a) [sin3zcos3zdz,

(b) [ ze*dz.
Solution : (a) Puisque (sin2 3z)/ = 6 cos 3zsin 3z, alors
. L.,
sin3z cos3zdz = g Sin (32) +¢, ceC

(b) En utilisant une intégration par parties, on obtient
1 1 1 1
/zeZZdz =z <562Z> — / §e2zdz = §Z€2Z — ZeQZ +c¢ ceC

4.5.2 Exercices supplémentaires proposés

Exercice 4.8 Calculer [, Zdz de z =0 a z = 2+2i le long de la courbe C' = {7 (t) = €'},
puis la courbe C' = [0,2i] U [27,2 4 21] .

Que peut-on conclure ?

Exercice 4.9 C' désignant le cercle unité parcouru dans le sens positif, calculer

/ dz
0222 —b5z+2

Exercice 4.10 Soit ¢ : {z € C: |z| = 1} — C une fonction continue et C' le cercle unité

parcouru dans le sens positif. Montrer que




Chapitre 5

Fonctions analytiques

5.1 Seéries entiéres

Définition 5.1.1 On appelle série entiére toute série de la forme Y~ a, (z — z)", ou

les a,, et zy sont des nombres complexes.

Définition 5.1.2 On appelle rayon de convergence de la série’y . a, (2 — 29)" , le nombre

réel R tel que Y>> a, (z — 29)" converge pour |z — zo| < R et diverge pour |z — zg| > R.

Remarque : 1) R peut prendre la valeur 400, dans ce cas le domaine de convergence
est C. Si R = 0, alors la série diverge partout sauf au point z.

2) le rayon de convergence peut étre calculé par la regle de D’Alembert

R= lim |- ,
n—00 | Ap+1
ou la regle de Cauchy
1
R = lim .
n—oo an|

3) Dans le cercle |z — 29| = R, la série peut converger en certains points et diverger en

d’autres.

o7
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Exemple : 1) la série ) - a pour rayon de convergence R = 1. Dans le cercle |z| = 1,
elle converge pour z = —1 et diverge pour z = 1.

2) la série ) Z; a pour rayon de convergence R = 1, et elle converge pour |z| = 1.
Proposition 5.1.3 Soit >~ ja, (z — )" une série entiére de rayon de convergence R
et de somme S (z). Alors

n—1 5
1. La série Y > na, (z — z0)"" " a le méme rayon de convergence R.

2. Pour tout v < R, les deuz séries précédentes sont normalement convergentes (donc

uniformément convergentes) sur |z — zy| < r. Par conséquent

— S (2) est holomorphe dans Dpg (zy) = {|z — 20| < R} et on a

o0
"(z) = Z nay (z — 2)" "
n=1

— Pour toute courbe contenue dans |z — 2| < R, on a

/CS(z)dz:nio;/Can(z—zfj)”dz.

Preuve. 1. Tout d’abord on a

o
5 na, (z — 29)" 5 (n+1)an1(z—20)",
n=0

c’est-a-dire ses coefficients sont a/, = (n + 1) a1, donc par la régle de D’alembert on a

(n+1)an

(TL + 2) An+2

Ap+1 ap

= lim

n—oo

= lim

n—oo

lhn ::}L

n—oo

An42 An+1
puisque la suite (%) est extraite de la suite <“—"> .
n-+2 An41
2. Soit < R, et choisissons z; dans le disque {|z — zo| < R} tel que r < |21 — 2] < R,

donc la série Y 2 a, (21 — 29)" est convergente, et par suite lima, (21 — 29)" = 0, d’ou

an (21 — 20)" < 1, pour n assez grand
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ou encore
1
INeN:ag, < ———— ¥n>N
(21— 20)
D’ou pour |z — 29| < r et n > N, on obtient
,,,.TL
|an (2 — 20)"| £ ———%
(21 — 20)
r P 2 2 . rn , , .
Comme o <1 alors la série géométrique > Trz,y™ Converge, par conséquent la série

Yoo gan (2 — 20)" est normalement convergente sur le disque fermé {|z — z| < r}.
Meéme démonstration pour la série Y > | na, (z — %)" " en remplagant a,, par
a, = (n+1)ap.
En appliquant les théorémes de continuité, de dérivabilité et d’intégration sur les séries

de fonctions, on obtient les deux derniéres conséquences de la proposition 5.1.3. 0

5.2 Fonctions analytiques et séries de Taylor

Définition 5.2.1 Une fonction f est dite analytique dans un domaine D, si
Vzo € D,3r > 0; D, (20) C D,3(a,), CC: f(2) =) an(z—20)",Vz € D, (2).

n=0

Exemple : la fonction f (2) = e* est analytique dans C. En effet pour tout zy € C,

on a

e*o
z z—2z0+=20 — ezoez—zo

(2 —20)", Vz€C

Z|
n!

NE

Il
o

Définition 5.2.2 Soit f une fonction holomorphe dans un domaine D. On appelle série

n

: . X
de Taylor associée a f au point zo € D, la série Y f—EZO) (z — 20)

n=0 "
Proposition 5.2.3 Toute fonction analytique dans un domaine D, est holomorphe dans

D.

Inversement si f est une fonction holomorphe dans D, alors elle est analytique dans

. (n)
D, de plus les coefficients a,, sont donnés par a, = fn—fzo)
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Preuve. La condition nécessaire est une conséquence immédiate de la proposition
5.1.3.

Inversement supposons que f est holomorphe dans D, et montrons qu’elle est analy-
tique dans D.

Soit zy € D, et soit 7 > 0 tel que le disque fermé D, (zg) soit contenu dans D. Notons

C le cercle {|z — zp| = r}, alors par la formule intégrale de Cauchy on a

I )

f(Z)ZQ—m. W=

dw, pour |z — z| <, (5.1)

or pour tout w € C' et |z — 29| <7, on a

1 1 1 1 1 2 [z — 2z > (z — 2)"
w—z_w—zg—(z—zg)_w—zgl—ﬁ_w—zo;( —ZO) nz o)t
(5.2)

z—20
w—2z0

car :|%}<1.

De plus la derniére série est normalement convergente sur le cercle C| en effet

1

n
Z— 20
w — 2o

(z — 20)"
)n-i-l

(2—20)7;‘_1
(w—z)| 7

’ (w — 2 "
et la série géométrique » | (Z ZO) est convergente puisque }Z ZO{ <1

En remplagant (5.2) dans (5.1) et en tenant compte des conséquences de la proposition

5.1.3, on trouve pour |z — zg| <,

o o f oo
f(z) = i ; n+1 2% = ZO f(w n+1 2:; (2 = 20)"

2mi

ol a, = 5= j{ de Ainsi f est analytique dans D.
c

Mais d’aprés la deuxiéme formule intégrale de Cauchy on a

™ (2) = n—!f(wf&dw, pour |z — zo| <,

21711 . Z)n—i-l

f(”)(zo) 0

RN
d’ou a, = —;
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Remarque : la proposition 5.2.3 est fausse pour les fonctions d’une variable réelle,

de telles fonctions peuvent étre de classe C'™ sans étre analytiques. Par exemple

e_z%, x#0
fle) =
0, z=0
On a f™ (0) = 0,Vn € N, donc sa série de Taylor est nulle au voisinage de 0, mais la

fonction f n’est pas nulle au voisinage de 0. D’ou f est de classe C'*° mais elle n’est pas

analytique.

5.3 Quelques séries particuliéres

Comme application de la proposition 5.2.3, nous donnons le développement en séries

entiéres (séries de Taylor) de quelques fonctions usuelles, avec leurs rayons de convergence.

1. 6221“'%""%""""‘"%“‘"':2?:0%’ 2 € C.

. 53 45 n y2n+l 00 n p2n+l
2. sinz=z—5+5 — (-1 o T = Yo (1) oy, 2€C

22 Z4 ’rLz2" 00 7Lz2"7'

Bocosz=1-GF+F -+ Gyt =X Gy 2€C
Llog(l42) =224+ o ()L = TR ()L el <
5. arctanz:z—%—l—%—-~—|—(—1)”%+...:Zfzo(—l)”';i":;, |z] < 1.
6. (1+z)a:1+a2+%22+...+w2n+...’ 12| < 1.

Si (1 + 2)” est multiforme, le développement est valable pour la branche de fonction

qui prend la valeur 1 pour z = 0.
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5.4 Exercices

5.4.1 Exercices résolus

Exercice 5.1 Déterminer le rayon de convergence et le domaine de convergence des séries

entieres suivantes.

a) Ze‘”z”, b) Z%z", c) Z;l—iz?’"

donc le rayon de convergence de ) ., e 2" est R = e.

Pour |z| = e, la série est divergente car son terme général ne tend pas vers 0, en effet

lim |e7"2"| = lim 1=1#0

n—oo n—oo

Ainsi le domaine de la convergence de la série est le disque ouvert D = {|z| < e}.

b) Par la régle de Cauchy on a

2\ 1/n
1 1
R = lim (n_n> = - lim n2/”2§,

n—oo

car lim n?" =1, en effet

n—oo

21

lim n¥"™ = lim explnn®™ = lim exp

n—o0 n—oo n—oo

8" n _1
donc le rayon de convergence de ) ., :52" est R = 5.

Pour |z| = 3, la série est convergente, en effet

et la série de Riemann ) =5 est convergente.
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Ainsi le domaine de la convergence de la série est le disque fermé D = {|z| < %} .

c¢) Dans cette série les coefficients a,, sont de la forme

n!

(3n = 0 G3nt1 = G3nt2 = 0, n €N,

il est préférable alors, d’utiliser la régle de D’Alembert générale (pour les séries quel-

conques). On a

(n+1n)i »3n+3 n +1\ 7" 1\ " 1
lim % = lim |z3| n—n = lim }z3| (n ) = ‘23‘ lim (1—|— —) = |z3‘ -,

;. | . N
donc la série - 252%™ converge pour |2*| L < 1 et diverge pour |2%| £ > 1, d’ou son rayon

de convergence est R = /e.

Pour |z| = /e, la série est divergente car son terme général ne tend pas vers 0, en effet

n
comme e" > =+ alors

n! n! n”
"> ——=1-»0 lorsque n — c©

nn n" n!

Exercice 5.2 Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R. Déterminer le
rayon de convergence de la série entiére Y a,z*".

Solution : Posons w = 2%, alors la série entiére > a,w™ converge pour |w| < R et
diverge pour |w| > R, en d’autres termes la série > a,2*" converge pour |z| < VR et

diverge pour |z| > VR, d’ou son rayon de convergence est VR.

Exercice 5.3 1) Déterminer le rayon de convergence R de la série » sin %z”.
n>1

2) Si D désigne le domaine de convergence de cette série, montrer que

{lz| <R} & D S {]z| < R}

Solution : 1) Comme sin% >0,Vn >1, et sin% 3 %, alors le rayon de convergence

de la série Y . sin 2", est R = 1, qui est aussi celui de la série Y, ., +2" (facile &

vérifier).
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2) Ces inclusions strictes veulent dire que sur le cercle {|z| = R}, la série converge en
certains points et diverge en d’autres. En effet
— pour z = 1, la série Zsin% diverge car elle est équivalente a la série harmonique
>
=
— pour z = —1, la série Y (—1)"sin+ converge d’aprés le théoréme de Leibniz, car
n

sin% est une suite décroissante tendant vers 0.

Exercice 5.4 Soit f(z) = log(1+ 2), ou l'on considére la branche qui prend la valeur

zéro pour z = 0.

(a) Développer f (z) en série de Taylor au voisinage de z = 0.

z

(b) En déduire le Développement de log 1= H en série de Taylor au voisinage de z = 0.

Solution : (a) La fonction f est holomorphe au voisinage de z = 0, donc elle est
développable en série de Taylor. Calculons alors les dérivées f™ (0), pour n = 1,2,... On

a

/ o 1 " - —1 " - <_1) (_2)
PO= 1 Q= e 1) =

() () — (‘Un_l (n—1)!
(1+z)3 e S(2) (1+2)"

Substituant pour z = 0, et remplacant dans I'expression de la série de Taylor, on obtient

=L 2 (=1 (n—1)! = (-
log(1+2) = f(0)+zfn! Z ( 1)'2’”:2&2’”

1 n=1 n=1 n
B z2+z3+ ( 1)" Y2
BRI
(b) On a
1
log +Z:log(1+z)—10g(1—z),

1—

remplacant z par —z dans le développement précédent, on trouve

log (1 — 2) i

n=1 n=1
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d’otl
| 1+z2 z2+z3+ +(—1)n_1z”+ N +22+z3+ +z"+
(0] = Z — — —_— P -_— e YA —_— —_— o .. J— “ e
512 2 3 n I n
2,3 22n+1 o0 Z2n+1
— 9 . =
[2+3+ Tt } Zaon 11

Exercice 5.5 Montrer que la série entiére
0 ZQn
S(z)= g coshn—-
n!
n=1
est convergente pour tout nombre complexe z, et calculer sa somme.

Solution : Par la régle de D’Alembert (voir aussi exercice 5.2), on a

coshn (n+1)! 1/2 el 4 e 1/2
R=1li = i _— 1 =
ninolo ( n!  cosh (n + 1>> nLI& entl 4 g—n—1 (n + ) 00,

donc la série est convergente pour tout nombre complexe z.

En écrivant

coshn = +2€ ,
on obtient
Zeh e 1 [ ()" & (et?)"
s - ST (R

= —1+ (exp (622) + exp (6_122))

Exercice 5.6 Déterminer le rayon de convergence R de la série
(o) z,n

S(x) = —_—

(z) Z n(n+1)

n=1

et calculer pour tout x € [—R, R|, sa somme.

Solution : 1. Par la régle de Cauchy on a

R=lim (n(n+1)"" =1

n—oo
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De plus la série converge absolument pour |z| = 1, par comparaison a la série de

Riemann ) %,

% ’_1 1

n(n+1) n(n—i—l)gn2

2. En décomposant la fraction en éléments simples, on a

111

nin+1) n n+l’

de plus les séries entieres de coefﬁc:lents ~ et —= ont pour rayon de convergence 1.

Donc, pour |z| < 1, on a

:X:F_Zn—l—l7

n=1 n=1

et si de plus x # 0, alors

T 1 T
S@ = > T2y,
n=1 1

o0
PR g
n €T n
— n=1 n=2
1

= —In(l-2)+—-(In(l —z)+x)

8

-1
—1-Z

. In(l—2x).

Pour = = 0, on a clairement S (0) = 0.

Enfin la série Yo7

est normalement convergente sur |z| < 1, car

n=1n n+1)
ZTL
_— , Vz| <1,
n(n+1) ‘ 12
donc S (z) est continue sur |z| < 1. En particulier pour z = —1 et z = 1, d’ou

S(1)=lim S(z)=1et S(—1)= lim S(z)=1-2In2.

r—1— r——17T

5.4.2 Exercices supplémentaires proposés

Exercice 5.7 1. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes.

1)th P Zln(l—i— )

n>1 n>1
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2. Montrer que le domaine de convergence de la premiére série est le disque ouvert
|z| < R, ot R désigne son rayon de convergence; et que le domaine de convergence de la

deuxiéme série n’est ni un disque ouvert, ni un disque fermé.

Exercice 5.8 Soit a > 0. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére y | a,z*"

en fonction de celui de la série entiére Y a,z"

Exercice 5.9 1. Calculer la somme des séries entiéres suivantes pour tout nombre com-

plexe z

n TL

iuzz—!etT il—z -
n=0 n=0

2. En déduire le développement en série entiére de

e“cosz, etesinz.



Chapitre 6

Théoréme des résidus

6.1 Seéries de Laurent

Définition 6.1.1 Une série de puissances de la forme

o0

Z an (2 — 20)" = Z =20 +Zan — (6.1)

n=—00 n=1
a_3 a_9 a_q
= + +
(2 — 20)3 (z — 20)2 (z — 20)

+CL0+CL1(Z—Z()>+CL2(Z—Z()>2+CL3(Z—ZO)3+"'
s’appelle série de Laurent centrée au point zy € C.

Définition 6.1.2 La série des puissances négatives

i a_p B a_q I a_o + a_s +
(z—20)" (2—20) (2—2)" (z—2)

s’appelle la partie principale, et la série de puissances positives

o

Zan(z—zo)”:a0+a1(z—zo)—|—a2(z—zo)2+a3(z—zo)3+~--
n=0

s’appelle la partie réguliére ou analytique.
Remarque : Si la partie principale est nulle, la série de Laurent se réduit a une série
de Taylor.

68
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Définition 6.1.3 La série de Laurent est dite convergente si ses parties principale et

analytique sont convergentes.

Remarque : En général le domaine de convergence de la série est une couronne
{r < |z — 20| < R}, en plus de certains points de la frontiere {|z — zo| = r}U{|z — 20| = R}.

Plus précisément R est le rayon de convergence de la série > 7 ja, (z — 2)" .

oo oo o0
20t a_n _ 1 a_n _ n 3
Pour la série Elm, posons w = ., alors > G = §1a_nw . Soit s le
n= n= n=

rayon de convergence de cette derniére série, donc elle converge pour |w| < s, i.e. pour
|z — 29| > L. Posons r = 1, on conclut alors
— Sir < R, le domaine de convergence de la série de Laurent (6.1) contient au moins
la couronne {r < |z — z| < R}.
— Si r = R, le domaine de convergence de la série de Laurent (6.1) contient au plus
des points du cercle {|z — 29| = R}.

— Sir > R, le domaine de convergence de la série de Laurent (6.1) est vide.

Théoréme 6.1.4 Soit Ciet Cy des cercles concentriques de centre zg et de rayons respec-
tifs Riet Ry avec Ry > Ro, et soit f une fonction uniforme holomorphe dans la couronne
D limitée par les cercles Cy et Cy et sur ces cercles. Alors f se développe de maniére

unique en série de Laurent centrée au point zy i.e
o0
f(2) = Z an (z — 29)", pour tout z € D,
n=-—00

ou

L?f(“fidz, n € Z, avec C = Cy ou C = Cj.
c

n = ; n+1
21 z — ZO)

Preuve. Choisissons z; € (] et z5 € (5 sur une demi-droite issue de zg, et considérons

la courbe fermée C' = C} U [z1, 2] U (—Cs) U [29, 21] . Alors d’aprés la formule de Cauchy,
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pour tout z € D, on a

fo L f(w)dwzij{ fa) [ fw)

2m Jow — 2 27 Jo, W — 2 27 Jo, W — 2

)

puisque f[zmﬂ L) gy + 5(>1[Z27z1] f(i”) dw = 0.

w—=z w—=z
Nous allons développer chaque terme du second membre.
Pour tout w € C4, on a |z — 2| < |w — 29| = Ry, d’ou

1 1 1 I i -2\ ~— (z2—2)"
w—z_w—zo—(z—zo)_w—zo‘l—ﬂ_w—zonzo w—z) L (w— 2)" T

w—20 n=0

De plus cette série est uniformément convergente dans C', car

z—2z0\"
Ry

z—zo0\" : z—2z0 ol ’ N PPN ‘it
et > (—R ) converge puisque |—R ‘ < 1. Ainsi et d’apres les théorémes sur les séries de

(2 —20)"

'( e (2 —2)" _ 1

val+1 - E

fonctions on obtient

1 (w) — (2 —20)" f(w)
omi o, W — zdw - Z 2mi ]{Cl (w )"Jrl dw.

n=0 %0

De méme pour le deuxiéme terme, comme Ry = |w — zp| < |z — 2|, on trouve

1 f(w) (2 — ) " f(w)
_2_712‘?{,2 w—zdwzz 211 ]i«Q (w—zo)inJrldw

n=1

Par conséquent et en faisant la somme, on aboutit au résultat demandé.

Remarquons que les coefficients a,, de la serie de Laurent obtenue dépendent seulement
de f(2), donc ils sont uniques.

Enfin le choix des courbes est dii au théoréme 4.3.7 qui est une conséquence du théo-

réme de Cauchy. O

Remarque 6.1.5 La série de Laurent peut étre obtenue sans calculer les coefficients a,
par la formule donnée dans le théoréme ci-dessus, en effet on utilise souvent un dévelop-

pement en séries entieres.
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Exemple : Donnons le développement en série de Laurent de la fonction

f(z) = (2;—_1%% dans la couronne

D={2€C,1< |z <3}

Par décomposition en éléments simples, on a

z—1—m 1 1

(22—=1)(z4+7) 2471 22-1

Comme |z| < 3, alors ‘ﬂ < 1, par suite

() - (5) -

n>0 n>0

D’autre part 1 < |z, donc || < 2 <1, don

() -+ 56) -5 6) 50

n>0

Par conséquent pour tout z € D, on obtient

D S D0 Y

n>1

6.2 Classification des singularités

Il est possible de classer les singularités isolées d’une fonction f a l'aide de sa série
de Laurent. Supposons que zy une singularité isolée de f, i.e. f est holomorphe dans un

disque pointé en zy, donc f admet un développement en série de Laurent centré en zp,

(dans ce cas r = 0).

1. Si la partie principale du développement est nulle, 2z, est une singularité apparente.

Exemple : La fonction *2* a une singularité en zy = 0, et comme

:1___|___..._|_(_1)”—+...7

alors zp = 0 est une singularité apparente.
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2. Si la partie principale du développement contient un nombre fini de termes i.e.

F(2)=)" an(z—2)",
n=—k
alors zg est un poéle d’ordre k.
1 = 0, et comme
ez—l_l_l_l_l_z +z"_2+
22z 21 3 n! ’

alors zop = 0 est un pole simple.

3. Si la partie principale du développement contient un nombre infini de termes, alors
Zp est une singularité essentielle.
Exemple : La fonction e: a une singularité en zy = 0, et comme

_q 1 1 1
ez + - +2|——|—3‘—+

donc zy = 0 est une singularité essentielle.

6.3 Reésidus

Soit f une fonction uniforme holomorphe sur un cercle C' et a I'intérieur de C, sauf

au point zg centre de C.

Définition 6.3.1 On appelle le résidu de f au point zy qu’on note Res(f, zo) , le nombre

complexe

Res (f, zo) = j{f

Remarque : D’aprés le théoréme de Laurent, f admet un développement en série de

Laurent centrée en 2z,

a_
EEEy RIS

— (z — 20)
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ou
1 f(z)
an:—'f—mdz, nGZ,
211 C (z — ZO)
en particulier pour n = —1, on trouve

27”7{ f(2)dz =Res(f, z0)

Ainsi Res(f, zo) peut étre obtenu directement du développement de f en série de Laurent.

6.3.1 Calcul des résidus

Pour calculer le résidu d’une fonction f en un point 2y, nous avons le choix d’utiliser
la définition ou le développement de f en série de Laurent. Dans certains cas on peut le

calculer de maniére plus simple.

Proposition 6.3.2 Si 2y est un pole d’ordre m de f, alors

Res (/. 20) = lim - il)!j;_l (2= 20)™ f (2)]

z—2zo (TN

en particulier, si zg est un pole simple de f, on a

Res (f,z0) = lim (2 — 20) f (2)

Z—Zz0

Preuve. En effet dans ce cas f admet un developpement en série de Laurent de la

forme

Q_m a_(m—1) =
f(z) = m T )mfl—i—--- (=) +Zanz—zo

(2 — 20) (z — 2o

n=0

En multipliant les deux membres par (z — z5)"" , on obtient

(z—20)" f(2) =am +a_m-1y(z—20) + -+ a_1 (2 — 20)™ + Z an (2 — 20)"™™ |

n=0

qui est une série entiere de somme (z — z0)™ f (z) . Par dérivation m — 1 fois on trouve

dm—l

W[(z—zo)mf(z)] = (m—l)!a,l—i-Z(n—i-m) (n4+m—1)--(n+2)a, (z — z)" ™

n=0
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Par passage a la limite lorsque z tend vers zy, on déduit

m—1
lim d

2—20 dszl

[(z = 20)™ f (2)] = (m — D)la_y,

d’ou le résultat cherché. O
Exemple : 1) Le point z5 = 0 est un poéle simple de la fonction f(z) = i—gl, (voir
exemple plus haut), donc
. oef—1 .oef—1
Res(f,0) = ilir%z = —iliri = 1.
2) Le point zg = 1 est un pole double (m = 2) de la fonction f (z2) = ﬁ, donc

Res(f,1) = lim 4 <(,z —1)? %) = lim (e* 4 z€*) = 2e.

z—1 dz z — 1) z—1

6.3.2 Le théoréme des résidus

Nous donnons maintenant le théoréme des résidus qui généralise celui de Cauchy.

Théoréme 6.3.3 Soit f une fonction uniforme holomorphe a l'intérieur d’une courbe
fermée simple C' et sur C, sauf en un nombre fini de singularités z, ..., z, intérieures a

C, alors

j{f(z)dz = QWiZRes(f,zk).
¢ k=1

Preuve. Puique les points zy, ..., z, sont a 'intérieur de C, alors on peut construire
des cercles C4,...,C,, centrés en zq,...,z, respectivement contenus & l'intérieur de C,

disjoints deux a deux.

Tm =z
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Donc d’apres le théoréeme 4.3.7 et la remarque 4.3.8, on a
Frea=3"¢ e
¢ k=1 " Ck
or par définition du résidu,
f(z)dz=2miRes(f,z), k=1,2,... n.
Ck
D’ou

j{f(z) dz = 27rz'2n:Res (f, k)
¢ k=1

Exemple : Calculons I'intégrale

é 1 1 9
wclz, ou C' est le cercle |z] = -.

situés a 'intérieur

La fonction f (z) = 8ED 5 deux poles simples z; = 0 et 2o =

1
22(22—1) 27

de C, en effet c’est évident pour 2o, et on a

I 1\ log(z+1) 1. log(z+1) 3
Res(f,i)—llm<z——)m—§lgr£7—210g§

Pour z; on a

1 1 1 1 1 1
" zog(z—l— ):l'm og(z+1) _1x _
=0 22(22—1) 2-0 z 2z -1 2x0—-1

Ainsi

fc%mzm [Res(f,O)—i—Res (f, %)} — ori {—1+210gg} |

6.4 Exercices

6.4.1 Exercices résolus

Exercice 6.1 Donner le développement en série de Laurent au point zo = 1 des fonctions

e? z+1
C(z—-1)z
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Solution : 1) Pour la fonction f (z) on a

z z—1

ee > 2—1
fe) = (z—-17 (-1 2—12;
2~|—

e z—1 z—1 z—1)*
T -1) L=yt 2') : 3!) ( 4!) )
B e e e (z—1) e(z—1)
T o1 oD 3! 4!

B e e Ze(z—1)"
B (z_1)2+(z—1)+z; (n +2)!

2) Pour la fonction g (z), posons w = z — 1, on obtient alors

(2) z+1 w+ 2 1 n 2
ya = = =
! -1z wltw) (I+w) wltw)
+o0 2+oo
SIS WE
k=0 k=0
+oo +oo
= St ) (-
k=0 k=0
+00 9 +o00
= St ey
k=0 w
o = k+1
= (—1)Fwk 4 = +22
k=0

( k—i—l (_1)1:) (2 — l)k

Exercice 6.2 Déterminer la nature des singularités des fonctions suivantes

z z z

fl(z): f2() —2€tf3(2’): T

e —1’ (2sinz — 1) sin -

Solution : 1. Pour la fonction f; (z), on a e*—1 = 0 si et seulement si z = i2km = z,
k € 7, et comme la dérivée (e* — 1) = e* ne s’annule pas en z;, chaque z; est un pole

simple, exepté zy = 0, qui est une singularité apparente. En effet

li =1
e — 1
et pour z, k € Z*,
1 0
1 — =—
zin»;lk (2 Zk) er —1 0
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Par la régle de I’Hopital on a

1 —2z) 1
lim (z — z) i <Z—Zk),:1im—:1
e er =1  zon(er— 1) oz e?

2. Pour la fonction f (), on a 2sinz — 1 = 0 si et seulement si z = 2, = £ + 2k7, ou
z =2z, = %” + 2k, k € Z. Montrons que les nombres z;, sont des poles doubles pour la

fonction f5 (2). En effet

lim (2 — )} —— 2 = o
Z— 2 : (2sinz—1)> 0

Par la régle de I’Hopital on a

2
_ 2 (5 —

lim (2 — 2;)" ———= = lim (2= 2) + (z o) % _0

z—z (2sinz — 1) 2=z 4dcosz(2sinz — 1) 0

2 Z

Utilisant encore une fois la régle de I’Hopital on obtient

2 — 2 — 2
lim (z — zk)2 ;2 — lim (Z %) —l— (z — zx) + 22 _ - 2 0
Z— (2sinz — 1) z—zp 4 (—sinz (2sinz — 1) 4+ 2 cos? 2) A (\/§> 3

2

3. Il est clair que zy = 0 est une singularité de f5 (z), en plus des zéros du dénominateur
sin% qui sont les points z, = %, k € Z*. Comme la dérivée (Sin %)/ = —Z% cos % ne s’annule
pas aux points z, alors ces points sont des poles simples.

Quant & zy = 0, ce n’est pas une singularité isolée puisqu’elle est limite des z. En fait

zo = 0 est une singularité essentielle, car il n’est ni une singularité apparente, ni un pole.

Exercice 6.3 Déterminer le résidu a chacun des pdles de la fonction rationnelle

(2—1)2(2+1)’

flz) =

Solution : La fonction f admet un poéle simple en —1 et un pole double en 1. D’oul

. . z 1

Res(£,=1) = Jm, 4 1)) = lm, (=40 -y = 77
. . d 2 T i z . 1 _1
Res(7.1) =l (2= 1S 0] s = i 1 (S5 ) = b= 1
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Exercice 6.4 Soit f (z) = PG e fonction rationnelle. Montrer que si zy est un pole

simple de f, alors
P ()

Res (f, z0) = T ()

Application : Calculer Res(ﬁ, z = —1) .

Solution : Puisque zy est un pole simple de f, alors zy est une racine simple de @ (2) ,

donc @ (z9) =0 et Q' (z0) # 0. D’ou

i

Res (f,z0) = lim (2 — 29) f (2) = lim (2 — 2) (2) = g,

Z—20 zZ—20 Q (2)

donc par la régle de 'Hopital, (puisque les fonctions (z — z9) P (2) et @ (z) sonst holo-

morphes) on obtient

Resthz) =1 gy~ Q') Q=)

Application : les racines de 2% + 1 sont —1,% — %z 3 et %Z\/g + %, donc —1 est un

pole simple de %=, ainsi

Res(z_1 ——1): (2=1) [ 2 _ 2

B (#+1) .- 3x (-1 3

Exercice 6.5 Trouver le résidu au point zg = 0 de la fonction

log (2 — 2)
g T

9(2)

Solution : Utilisons un développement de Laurent de la fonction g au voisinage de 0,

on a

log(2-2) = 10g2(1—§) = log 2 + log (1—%)
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donc

D’ou Res(f,0) = 3t

f(z)
(2)

Exercice 6.6 Soient f et g deux fonctions holomorphes en zy et h(z) = . Supposons

Q

que g admette un zéro simple en zy. Calculer Res(h, zp) .

Solution : Posons

91 (2) = Zg_<—20> pour z # zp et g1 (20) = ¢’ (20) # 0,

g (z0) # 0, car zg est un zéro simple de g. Donc par le développement de Taylor on a

h(z) = 7z) _— (f(zo)+(i)/(20)‘(2—20)+'“)7

(z—20)a1(2)  2z—20 \g1(20) 451

d’ou

Res (h, 2) — f(z0) _ f(20)

91 (20) ¢ (20)

Exercice 6.7 Calculer les intégrales suivantes.

1. fc mdz, ou C' est le cercle centré en 0 et de rayon %
2. $owqdz, o0 C={2€C :0<Imz <2, |Rez| <2}.

Solution :

1

———— admet une seule singularité a l'inté-
zlog(1+z)

1. On remarque que la fonction f(z) =

rieur de C' qui est le point 0, et c’est un podle double, en effet :

lim 2% f (z) = lim

——=1+#£0
z—0 2—0log (1 + z) 70,
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donc

1 1 log (1 — 1
Res (£.0) = lim - (—) ST Ok L) bk
2—0 dz zlog (1 + 2) =0 (14 2)log® (1+ 2) 2

en utilisant la regle de I'Hopital. D’apres le théoréme des résidus on a

1 ) .
‘i mdz = 27TZRGS (f, O) = Tl

2. La fonction g = -~ admet des poles simples qui sont les racines sixiémes de —1
ZG+1 )

. s L PReLs NELE , .
mais seuls z; = €'s, 2o =¢€'6 et z3 =¢e'6 sont a l'intérieur de C, et on a

. (z—2) 1 s

R = lim —— = —¢ "%
eslg,21) = lim 577 =5
1

. (z—2)
R — lim ¥ %) _
o8(0.20) = I

6
. (2 —23) I _josn
R = lim ———% = —¢ "6
es(g7z3) Zglzlg 641 6

D’aprés le théoreme des résidus on obtient

3
1 , 2
fc S 1dz = kgl 2miRes (f, z) = 37

6.4.2 Exercices supplémentaires proposés

Exercice 6.8 Déterminer le developpement en série de Laurent des fonctions suivantes
au voisinage des singularités indiquées.

€2z

m, 20:1, (Z—3)Sln

z —sinz
Zo = —2, _—

=0
Z+27 y 20

Exercice 6.9 Trouver les résidus en tout pole des fonctions

2% — 22 e*
VI = ey VP T G

Exercice 6.10 Calculer [’intégrale

1 ezt

omi | 22(22 422+ 2)

dz,

le long du cercle C' d’équation |z| = 3.



Chapitre 7

Applications du théoréme des résidus

7.1 Lemmes préliminaires

Avant de donner quelques applications du théoréme des résidus, on a besoin de certains
lemmes préliminaires.

Pour R > 0, soit I'g le demi-cercle supérieur centré & l'origine de rayon R.
Proposition 7.1.1 Soit f une fonction continue dans le demi plan Im z > 0 telle que
M it
M > 0,3k >1:|f(2)] < = T pour z = Re",

alors

lim f(z)dz=

R—+4o00 g
Preuve. D’apres le théoréme d’estimation, on a

M M M
S/FR| ()|dz_RkL ﬁ”R:Wv

ou pour rappel Ly, = mR est la longeur de I'p. D’oul

f(z)dz
g

}%ij%o z)dz| < ll—{go Rk =0,
car k > 1. Ainsi dim Jo, [ () dz=0. O

81
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Proposition 7.1.2 Soit f une fonction continue dans le demi plan Im z > 0 telle que
M it
aM > 0,3k >0:|f(2)] Sﬁ pour z = Re",
alors

lim e f(2)dz =0, Va € R

R—o00 T

Preuve. Comme arc I'g est paramétré par le chemin v (t) = Re®, t € [0, 7], alors

/ e f(2)dz = /7r glotie” (Re™) (iRe™) dt,
Tk 0

par conséquent

IN

dt

/F e f (2)dz

/
_ / zaRcost —aRsmtf zt }Rdt

zaRe Reit) (ZRG”)

—aRsmt }f (Rezt) } dt

S 14 / —ocRsmtdt
M / —aRsint

— eaftsin dt +
RFT g

— 2M 2 e—aRsintdt

kal

™

efaR sin tdt

o

Pour la derniére égalité, on a fait le changement de variable s = m — t dans la deuxiéme

intégrale.

Or d’apres le théoréme des accroissements finis on a

2t
sint > —, Vte[O W},
m 2

remplagons alors dans 'inégalité précédente, nous obtenons

. IM [ o OM [ —7 2,172
iz d < —aRZ — —aRZt
/FR e f(z)dz| < = e F= {_QQRG .
M
= W—Rk (1 — e_O‘R) — 0, lorsque R — oo,
Q@

car « et k sont strictement positifs. O
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Proposition 7.1.3 Soit f une fonction continue dans le demi plan Im z > 0 telle que

Jim max|f (2)| =0,

alors
lim e f(2)dz =0, Va € R
R—o0 T
Preuve. Elle est analogue a la preuve de la proposition précédente. O

7.2 Calcul de quelques intégrales réelles

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser le théoréme des résidus et les propositions

précédentes pour le calcul de certains types d’intégrales réelles généralisées.

7.2.1 Intégrale du type [ f (z)dw

Théoréme 7.2.1 Soit f une fonction holomorphe dans le demi plan Im z > 0 sauf en un

nombre fini de points singuliers isolés zy, . .., z,. Supposons que

M .
M > 0,3k >1:|f(2)] < TE bour z = Re™, et R assez grand,

alors
+00 n
/ f(:z:)d:cz?wiZRes(f,zk).
- k=1
Preuve. Considérons le contour fermé Cr = [-R, +R| U .
Im
T'p Cr=TRU[-R,R]
« Z9
+ 23

Rez

Figure 7.1
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Choisissons R suffisamment grand tel que les singuliers isolés 21, .. ., z,, soient & I'intérieur

de Cg, alors d’apres le théoréme des résidus on a

f(z)dz = 2mi iRes (f, zk)
Cr k=1

Comme Cr =I'r U[—R,+R], alors cela veut dire

/[R,+R] f(2)dz+ . f(z)dz =2mi ;Res (f,zk).

+R
/ f(z)dz = f(z)dx.
[-R,+R] R

D’autre part d’apres la proposition 7.1.1,

lim f(z)dz=0,

R—+o00 T

donc par passage a la limite quand R — 400 et on obtient

+00 +R
- f(x)de = Rl_i)rfoo » f(z)dx = 2mi Z Res (f, zx) -
Im 2z, >0
O]
Cas particulier : Si f (z) = ggig ou P et () sont des polynomes avec deg () > 2+deg P

et aucun des zéros de () n’est réel, alors dans ce cas les z; sont les zéros de (), d’'imaginaire
strictement positif, et la formule précédente reste valable.

Exemple : Calculons l'intégrale

“+o00 x2
dz.
/_OO (24 1) (22 4+ 4)

On a deg (2% + 1) (22 +4) = 2 + deg z?, et les poles de f (z) = m, d’imaginaire

strictement positif, sont z =7 et z = 2¢ et ils sont simples, donc

22

Res(H )= =) iy v e ~ 6
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22 i
2) = lim (2 — 2i __L
Res (f,21) = lim (z = 2i) (211 (2+4) 3

/+°° z? dp — 9 z'_z' o
e @D @ T T 3) T

7.2.2 Intégrale du type fjozo e f (z)dr, a € R

Par conséquent

Théoréme 7.2.2 Soit f une fonction holomorphe dans le demi plan Im z > 0 sauf en un

nombre fini de points singuliers isolés zy, . .., z,. Supposons que

dM > 0,3k > 0: }f (Reit)‘ < % pour R assez grand,

alors
+o0 )
f(x)dx = 2mi Z Res (f (z) €%, z), sia >0
- Im 2z, >0
+o00 )
flz)yde = —2mi Z Res (f (2) €%, z) , sia <0

Im 2. <0

Preuve. Considérons le cas o > 0. Soit Cg la courbe fermée simple formée de I'g et
du segment [— R, 4+ R], voir figure 7.1. Choisissons R suffisamment grand tel que les points
singuliers isolés 21, ..., z,, soient & 'intérieur de C'y, alors d’apres le théoréme des résidus

on a

g f(z)e**dz = 2mi Z Res (f (z) €%, z)

Im z;,>0

or Cr =TrU[-R,+R], donc

/[—R,+R] f(2) e dz +/ f(2)e**dz = 2mi Z Res (f (2) €%, 21.) .

I'r Im z;, >0

Mais

. +R .
/ f(2)e**dz = / f () e “*dz,
[~R+R] -R

/+Rf (z) " dr = 27i Z Res (f () €%, z1) — F(2) e dz

Im 2, >0 I'r
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D’autre part d’apres la proposition 7.1.2,

lim (2) e"*dz = 0,
R—+o00 Tr

donc par passage a la limite quand R — 400 on obtient
+00 +R

f(z)e™*dr = lim f(x) e dr = 2mi Z Res (f () €%, zk) .

R—+4o00
- -R Im 2z, >0
Pour le cas o < 0, on consideére le contour formé du segment [—R, R] et le demi-cercle

inférieur opposé a I'g. Par la méme procédure, on aboutit au résultat demandé. U

Application a la transformation de Fourier :
Définition 7.2.3 Soit f : R — C une fonction intégrable, i.e.

+0o0
/_ I (2)] dz < +oo,

o0

sa transformation de Fourier est la fonction notée J/”\ ou F (f) définie par

“+00

f(&) = f(z)e ™ dz, £€R

Proposition 7.2.4 Soit f une fonction intégrable possédant un nombre fini de poles z,

avec Imz, #0, k=1,...,n, alors

R 2mi Y. Res(f(z)e % z,), si{<0
f (5) _ Im z;,>0
—2mi Y. Res(f(2)e ™, z2,), si&>0

Im 2, <0

Preuve. Si f est intégrable, alors elle vérifie I’hypothése de la propostion 7.1.3, donc

lim f(2)e ®*dz =0, pour £ < 0.
R—+4o00 Tr

On retrouve alors le résultat du théoréme précédent. 0

Exemple : Calculons la transformation de Fourier de la fonction f définie par
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Comme 22+ 1 =0 pour z =i et z = —i, alors ces valeurs de z sont les poles simples de

1

22—+1et0na

ef'ifz efi§z|z7i 67i§z|z*i 65
Res 2—,Z = ,7 = — = 50
22+1 (224 1) |,= 22|,=i 2

Res( ¢ 7,) = e_igz|z=*i _ e_igz|z=fi - et

241 (224 1) [y 22|my —2
D’ou
~ 2miRes (_—§z> si€<0 o (i> si€<0
F(&)= o - 2 g
—97iRes <;—f1—2> siE>0 o (;j) si&>0

Remarque 7.2.5 Parfois on peut calculer la transformation de Fourier d’une fonction

en utilisant seulement le théoréeme de Cauchy.

Exemple : Calculons la transformation de Fourier de la fonction f définie par

22

fla)=ec2.

22
Considérons fCR e~ zdz ou CR désigne le rectangle d’extrémité —R, R, R + i§, — R + i&,

E>0.

~Ry it cp s Rt i€

Rez

»

z

2
. —Z . Lz N . s _Z_
La fonction z — e~ 2 n’a aucune singularité a I'intérieur de Cg, alors f cp € 2 dz =0,

ie.
R ¢ o -R 2 0 .
. (Rtin)? | (2+i€) (=R+iy)?
/ e_Zda:—i-/ ez zdy—l—/ e 2 dx+/ ez 1dy = 0.
R 0 R 3
Or
3 2 3 2 3 2.2
(R+iy)“ | (R+iy) — R 41
/ ez zdy‘ S/ e 2 dy :/ ezt dy — 0, quand R — oo.
0 0 0
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De méme

0 o
(=R+iy)”
/ e 1dy — 0, quand R — oo.
3

Donc, par passage a la limite lorsque R — oo. on obtient

+o0 2 +oo 2
_z° _ (z+1ig)
/ e zdr — / e 2 dr=0,
—0o0 — 00

T yig? too 2
e 2 dx= e 2dr = V2.

oo o0

ce qui donne

Par conséquent

~ oo 2 2 [T g2 ¢2
f(f):/ e2elgxdm:e2/ e 2 dr=+2me 2.

o0 o0

7.2.3 Intégrale du type fo% R (sint, cost) dt

Soit R (sint,cost) une fonction rationnelle en sint et cost. Posons z = €', alors

24271 . z— 2z
, sint = —,
21

1

cost =

d’ou R (sint,cost) = R (g, M) . Posons f(2) =R <£, M) , on obtient

24 2 24 2

Théoréme 7.2.6 Avec les notations ci-dessus, on a

2m
/ R (sint,cost) dt = 7{ /(z) dz,
0 c 1z

1
ot C est le cercle unité |z| = 1.

f(z)

z

En particulier si a un nombre fini de singularités zi,...,z, a lintérieur de C
) ) 2

alors

/27r R (sint, cost) dt = 2mi Zn: Res /() 2,
0 J ZZ Y

k=1

Preuve. Le cercle unité est paramétré par v (t) = e, ¢ € [0, 27|, donc

2m 1 -1 ; ot 2
% f(z>d2’_/ R(z Z 7Z+Z ) (Zet)dt—/ R(Sint,COSt)dt
c 1z 0 21 2 e 0
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f(z)

z

Si la fonction

a un nombre fini de singularités zi,...,z, a 'intérieur du cercle

|z| = 1, alors d’aprés le théoréme des résidus, on a

e NI f(2)
R (sint, cost) dt = 2mi Z Res %k
0 k=1 &

Exemple : Calculons l'intégrale

2m 1
—dt
/0 9+ 3sint

On a d’apres le théoréme précédent

2m 1 1 dz 2 2
e dt — —z—z_l — = 5 - dZ = " " dZ.
o O+ 3sint zj=1 B 4 32— 12 z)=1 322 + 10iz — 3 =1 (32 +1) (2 + 3i)

2

Puisque le nombre %Z est le seul pole de ﬁ qui appartient a l'intérieur du cercle

3z+1)(

|z| = 1, alors par le théoréme des résidus

2 -
1 2 —1 2 T
4t =2miRes Y=ot =T
/05+3sint 4 <(3z+z’)(z—|—3z’) 3) Ta (it 2

7.2.4 Intégrale du type fj;o gg; ei;z dr, a >0

Théoréme 7.2.7 Soit

ggg une fonction rationnelle telle que deg @ > deg P et aucun

des zéros de () n’est réel. Alors

+OOP($) e x—mP(O) v es P(z)eij z
O g T 2 R <@<z> P )

Im z;,>0

Preuve. Pour 0 < r < R, considérons le contour

CR,r = [’I“, R] U FR U [_R> —’I“] U (_FT) )

ou pour rappel (—I',.) est le demi-cercle I, décrit dans le sens inverse.
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Im=

Chr

M ke

pe )

Choisissons R assez grand, et r assez petit tels que les zéros de ) d’imaginaire > 0,

soient & l'intérieur de C'r,. Donc d’apres le théoréme des résidus on obtient

P(z)ﬁ s P (z) e““” P (z) e'o* s *Tweiam .
/CR,TQ@ - Q) = /FRQ@ S BGTE

/n 20
oY ( 3

Im 2, >0
Comme deg () > deg P, alors
P(z)1 M ,
dAM > 0: ‘ (2) < — pour z = Re", et R assez grand,
@)z~ R

donc d’apres la proposition 7.1.2, on a

P oz
lim (2) € dz=0
R—oo Jp . Q (z) z
D’autre part
) P (Z) eiaz i zozre“ o T P (0) . P (O)
lim — (ire?) dt = j——— =T .
im | GG == [ G e , ') " "G)

Donc par passage a la limite lorsque R — 400 et » — 0, on obtient

+o00 P (I’) eiax - O Z) ezaz
O Idx—z (0) ZR < G 2 zk).

Im z;,>0

Exemple : Calculons

T sinx
dx
0 T
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Ici P=@Q =1, et comme f(z) = ei:Z ne posséde pas de poles a I'intérieur de C,., alors

+o00 ei:c ‘ p(o) -
/Oo ?dx:mQ(O) = Im.

Mais

oo pim T cosx [T ging [T sing
—dr = dz +1 dr = 21 dz,
e T e T e T 0 x

cosx sin x
T

est impaire, et la fonction x — =2

T gin g T
doe = —
0 x 2

car la fonction x +— est paire, par conséquent

7.3 Exercices

7.3.1 Exercices résolus

Exercice 7.1 Calculer 'intégrale suivante.

/+oo dr
o x%+4+1

. . 4 +oo
Solution : L’intégrale fo dr_ converge car

z6+1
1 1
Soit
g
C 26 —+ 1
avec C' = [-R, RJUT, R > 1, ou I est le demi-cercle supérieur centré en 0 et de rayon R.

Choisissons R assez grand tel que les trois poles simples €51, ¢is de f (2) soient a

lintérieur de C. D’aprés le théoréme des résidus, on a

I =2mi (Res (f,e%r> + Res (f,7) + Res (f,e%w)> :



7. Applications du théoréme des résidus 92

Calculons alors ces résidus.

i i ]. ]_ 1

Res (£.6%) = Zﬁf%(z—“) NN TAR T
Res(f.4) — lim (- i) 1 —
€S 1 = miz —1 = —
’ z—i 2641 6

o sy 1 1 1

R (,5>: li (—ﬁ*) = —\3- —

es{fre T ) i T 12 12

D’ou

e —i e % 2

T
=2 | — 4+ — = —
7m<6 +6+ 6) 3

D’autre part deg (2% +1) =6 > 2 + deg (1) = 2, donc

/+°° dx 27
pu— I = —
e T8+ 1 3

est paire, alors

Enfin puisque la fonction —— +

/+°° dz _1/+°° dv  «
o a5+1 2/  ab+1 3

Exercice 7.2 Calculer la transformation de Fourier de la fonction

1

g(fc)ZW-

Solution : La fonction g est intégrable puisque deg (1 + 1:2)2 = 4 > 1, donc par

application de la formule donnant ’expression de la transformation de Fourier, on a

217 >, Res ( —L e % zk> ,siE<0
~ Im 2z >0 (1+22)
g =
—2mi Y Res ( T ﬂgm,%) ,siE>0

Im 2z, <0

Les poles de (16;7522) sont 7 et —1, et ils sont doubles, donc

1 . d —i€z d —ilz
Res (—2€_Z£Z, z) = lim — <(z —i)’ 6—2) = lim — (6—2)
(1 + 22) z—i dz (1 + Z2> z—i dz (Z + Z)

T )
- i () e,

. —i€z —i€z
Res (%e‘lﬁz,—Z) — him L <(z+i)2 6—2) ~ 1im & (6—2>
(1 + 22) 2——i dz (1 + Z2> z2——i dz (Z — Z)
it(z—i) =2\ .. 1
Y

(z — i)’

= lim

z——1
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Par conséquent

2migiet (§—1)=—2e5(6—1), si£<0
—2mitie S (E+1)=Ze*(E+1), si&>0

(L+ g e

Q)
o
I
R | S e

Exercice 7.3 Calculer l'intégrale

T gsinx
——dx
/_OO x4+ 2x + 2

Solution : Soit

€ZZ

M=y

elle a deux poles simples z; = —1+41 et 20 = —1—1, ce dernier est rejeté car son imaginaire

est négatif. On a donc

iz —1—i

Res(f’_1+i):z_{izlhi(Zle_i)f(z):z_l>i£r11+i(z+1_i) 2422+2 2

De plus il existe M > 0, tel que

1

M‘ < 2 Pour 2= Re' et R assez grand,

donc

+o0 Lo —1—1
/ 22 _,_62:6 T 2d$ = 2miRes (f, =1 +1i) = 2mis 5 = me ' =me ! (cos1 —isinl)

—00

Par conséquent

+o0 ;
1 :/ &dx = —7e tsinl,
22+ 2x+ 2

—00

“+oo
J = / &dx = me 'cosl.
22 4+ 22 + 2

—0o0

Exercice 7.4 Montrer par le calcul des résidus que

2 :
0
/ T g =2r (1 ———), a> 1
o a-+sind a? — 1
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0

Solution : Si on pose z = €%, on obtient

/27r sin 0 @0 7{ % dz j[ 22 -1 q
_— = _— = Z
o a-+sinf bl=1 G+ FE— iz s=1 2 (22 + 2iaz — 1)

21

La fonction m a trois poles simples 0,7 (—a ++Va? — 1) et ¢ (—a —Va? — 1) , ce

dernier n’est pas a l'intérieur du cercle |z| = 1. D’apres le théoréme des résidus, on a

2 : 2
0 -1
/ 2”46 = 2miRes — 0
0o @+sinf 2 (22 4 2iaz — 1)

. 22 —1 .
+27mRes( ),2<—a+\/a2—1>),

2 (22 + 2iaz — 1
— on <1—L>.
a?—1

Exercice 7.5 Montrer que

+o0

cosS mx s

/ 5 der=—-e ™, m>0
0 241 2

Solution : On considére la fonction

cette fonction a deux poles z =7 et z = —i, ce dernier est rejeté puisque son imaginaire

est négatif, et on a

mz e~m
Res (f,i) = lim (2 — i =

D’autre part il est clair que

1
————| ~ —, pour R assez grand,
(Rew)Q +1 R2
d’ou
+oo eimm ‘ ‘ ‘e_m
/_OO o 1dx = 2miRes (f,i) = 27T22—2, =me ™.
Mais

+o0 imx +o0 +o0 : 400
e cos mx sin mx cos mx
dr = dr +1 dr =2 dzx,
/ 2 +1 /_ 2 +1 /_ x2+1 /0 2 +1

—00 o0 o0
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CcCOosS MmI . . sin mx . . . .. .
car S5F est une fonction paire, et 25 est une fonction impaire, ce qui implique
T cosma T
5 de = —e ™.
0 441 2

Exercice 7.6 Calculer l'intégrale

/+oo dI‘
I = - -
2+ +2—4i

o0

En déduire les valeurs

/+°° (22 +2)dx
[1 -

o T+ 822 — 162+ 20’

Lo +oo (4 —2z)dx
T it 182?160 +20°

Solution : 1. Posons f (z) = . Les poles de f sont simples a savoir z; = 141

1
224-2i24+2—41
et 2o = —1 — 3i, mais 2, est a rejeter car Im 2z, < 0. Comme deg (22 + 2iz +2 — 41) = 2 >

2 + deg (1), alors d’apres le théoréme des résidus

/+°° dz omiRes (f,1 + )
= 2miRes i
oo T2 2iz+2—4i ’ ’
or
Res(f,141) = lim (:—1—3)f () = lim (: —11) ! :
es )= lim (z—1—17)f(2)= lim (z—1—1 =
’ z—1+1 z—1+1 Z2+2%Z—|—2—4’L 2—|—4’L’
d’ou
1 27 T
I = 2mi. = — +i—.
™orxm 5 B
2. Remarquons que
1 ?4+2—i(2c—4)  (2®+2)—i(2zx—4)

IO = o e —a (22 +2)* + (20 —4)°  a*+822 162 +20

on en déduit alors,

Y

o T+ 822 — 162+ 20

oo (22 +2) 27
/ :
oo (4 — 2z) o
/_oo t+ 822 —162+20 5
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Exercice 7.7 Fvaluer l'intégrale

/27r de
0o 3—2cosf+sinf

, on a alors

Solution : Posant z = %

24271 72— 271

,sinf =

cosf =

Donc

/27r do B j{ 1 dz
o 3—2cosf+sinf l2j=1 3 — 2 (”571) + 22270 g2

21

B 7{ 2dz
S (1= 20) 22 4 6iz — 1 — 2i

admet deux poles simples : 2 =2 — 1

. 2
On remarque que la fonction z — o761

2% mais z; n'est pas a l'intérieur de C, donc d’aprés le théoréme des résidus, on

et22: 5

obtient

= 2miRes
o 3—2cosf+sinf (1—-20)22+6i2—1—-2i" 5

2—2 2
= 27 hm
22 (1—20)22+6iz—1—2i

— 9 —
m(2z> :

Exercice 7.8 Démontrer que

+ool 2 1
/ Mdm = 7log 2.
0

2 +1
Solution : On considére la fonction

log (22 + 1)
H —_—_—
2241

Y

on remarque que cette fonction admet deux poles simples z; = 7, 2o = —1, on a aussi

log (2* + 1) =log(z + 1) (z — i) =log (z + i) + log (z — 7).
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On considére le premier terme i.e. la fonction

o
R

I

Puisque I%gx;o R3 ’f (Rew)’ =0, alors

dM >0: |f (Rew)‘ < pour R assez grand

RIS

Ainsi et d’apres le théoréme des résidus

+o00 1 ) ! .
/ OiQ(L:lZ)dx = 2miRes(f,1) = 2mi ELI% (z —1) Oig;m

—00

= wlog(2i) = (log2 —i—zg) )

ce qui implique

O log (z +1) 0 log (2 + 1) 72
——=d ————Fdr =mlog2 +i—.
/ 241 x+/0 2yl T e +Z2

—0o0

Par changement de variables dans la premiére intégrale, on trouve

*t log (i — x) +t log (z + 1) 2
———=d ————Fdr =mlog2 +i—
/0 211 x—i—/o 21 T = Tlog +22,

c’est-a-dire

/+oo log (—1) (x — i)dx N /+oo log (x + i)dx _ rlog2+ Z?T_Q
0 0

2 +1 2?2 +1 2
ou encore
+o0 ; +o0 1 _ o0 1 ; 2
/ 2@7r dx+/ Mdm—l—/ de:ﬂlog2+iﬂ—,
o r2+1 0 2?2 +1 0 2?2 +1 2
ce qui donne
2 log (2 + 1) w2
' t o ———————dr =7log2 +i—,
imarctan x| +/0 2 dr=rlog —1—22

par conséquent

+ool 2 1 2
/0 —ng(fj;; )dxzwlogZ—i-i%—m (g—()) = 7log 2.
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7.3.2 Exercices supplémentaires proposés

Exercice 7.9 Montrer par le calcul des résidus que

400 T s
0 1+am sin £+

Exercice 7.10 Montrer que

/+°° x? e
5 der = —.
oo (224 1) (22 + 22+ 2) 50

Exercice 7.11 Montrer que

27
/ cos 360 d&zi.
o D—4cost 12

Exercice 7.12 FEvaluer par le calcul des résidus

— > b% 4 2.
27 /_7r a+beosf+csind te

Exercice 7.13 Montrer que

—+oo —+oo 1
/ sin? zdr = / cos? xdr = - I
0 0 2V 2
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